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Resumen 

Una imagen digital es Ia representaci6n de un objeto, en el plano o el 
3-espacio. par media de un conjunto de pixeles o voxeles Estas im<igenes son 
utilizadas en las areas de procesamiento de imagen y graticas por computadora La 
Topologia Digital estudia las propiedades de una imagen digital que corresponden 
a las propiedades topol6gicas del objeto original. Este estudio proporciona una 
base te6rica para realizar operaciones de procesamiento de imagen tales como 
adelgazamiento, seguimiento de borde. relleno de contornos y conteo y etiquetado 
de objews. Un punta simple. en una imagen digital, es un pixel o voxel que al ser 
borrado o agregado no altera las propiedades topol6gicas de Ia imagen 

En el presente trabajo desarrollamos algoritmos que nos permiten 
1ransformar una imagen 20 en otra con las mismas propiedades topoiOgicas 
Tambien se estudian las transformaciones para im<i.genes tridimensionales (30}. 
mediante Ia generalizaciOn de algunos conceptos utilizados en im<i.genes 20 y se 
presenta un algoritmo para transformar una imagen, con una sola componente de 
voxeles negros y una 6-cornponente de voxeles blancos. en otra imagen con las 
mismas caracteristicas. Se hace tambien un an<i.lisis de las propiedades topoiOgicas 
en imagenes 30 y se muestra cOmo probar que es posible transformar im<i.genes 
con hoyos y cavidades. a traves de una imagen en su forma est<i.ndar 

Palabras claves 

Topologia digital, imagen digital. pixel. voxel. punta simple, procesamiento 
de imagen, transformaciOn de im<igenes. 

wr•e DE INYE STI6 AC!flf Y.h , 
U TUi tes .o\. V..tfo, lta os r n 

I. P. N . 
• I . L IO T EC A 

'"'~FNIE R IA ELECTR JU 



Agradecimientos 

Agradezco a todas las personas que. de una u otra manera, han colaborado para Ia 
realizaciOn del preseme trabajo 

Quiero agradecer de una manera muy especial ami Director de Tesis. el Dr. FeliU 
D. Sagols Troncoso. par su apoyo que desde el inicio y hasta el final de este 
proyecto me ha ofrecido. par todo el tiempo que dedic6 al an3.1isis y discusi6n del 
preseme trabajo, par sus palabras de motivaci6n que nunca deje de escuchar y 
especialmente par su amistad 

Al Dr Guillermo Morales Luna par su apoyo para Ia aceptaci6n del tema de tesis y 
par sus comentarios hechos al trabajo final . AI Dr. Elias Micha por Ia critica 
siempre constructiva del trabajo final , asi mismo al Dr. Isido re Gitler par sus 
comentarios acenados sabre esta tesis 

A rni familia par ayudarme a mantener el interes y los deseos necesarios para 
seguir siempre adelante y poder culminar este proyecto 

A Amalia Cruz Hernandez por Ia ayuda que me brindO en Ia elaboraciOn del 
trabajo Un agradecimiento muy especial a Ma. Guadalupe Torres Guevara par Ia 
motivaciOn que me ha dado para seguir adelante 

A todos mis amigos y compaf\eros del CINVESTA V por su apoyo y amistad 



Contenido 

I. lntroducci6n 

2. lm:lgenes digitales 

2_ I Elementos de imagen 

2_2 Vecinos o elementos de imagen adyacentes 

2.3 Trayectorias 

2.4 Conexidad 

2.5 Componentes 

2.6 DefiniciOn de imagen digital 

2.7 Conexidad en im3.genes digitales 20 y 30 

3. Puntos simples 

3. I Puntas simples en im<igenes 20 

3. I _ I DefiniciOn de punta simple en base a componentes 

3.2 Puntas simples en imcigenes 30 10 

3.2.1 DefiniciOn de punta simple en base a componentes 10 

3.3 DefiniciOn general de punta simple en una imagen digital 

binaria II 

3 3. 1 DefiniciOn utilizando equivalencia homot6pica II 

3.3.2 El conjunto 1-pegamento de un I II 



4. Algoritmos para detectar puntos simples 13 

4.1 Algaritmas para detectar puntos simples en im3.genes 20 13 

41 .1 Por c<ilcula de componentes 13 

4.1 .2 Por tabla de bUsqueda 16 

4.2 Algaritmos para detectar puntas simples en im<i.genes 30 17 

4 21 CaracterizaciOn general de puntas simples 17 

5. Equivalencia topoiOgica en imligenes digitales 21 

5. I Equivalencia topol6gica en im3.genes 20 21 

5.2 Equivalencia topolOgica en im<i.genes 3D 26 

5.3 Algoritmos para encontrar Ia equivalencia topol6gica en 

im<i.genes 20 28 

5 31 Conteo de hayas mediante an<i.lisis de bordes 29 

5.3.2 Conteo de hoyos por imagen reducida 30 

6. TransformaciOn de imligenes digitales 33 

6.1 Transfarmaci6n de dos im<i.genes digitales en 20 33 

6 2 Transformaci6n de dos im<i.genes digitales en 3D 42 

6 3 La imagen rectangular en 30 43 

7. Conclusiones 45 

A. RepresenlaciOn de imligenes con malrices de bits 47 

B. Calculo del borde exterior e interior de una imagen 51 



Capitulo I 

Introduce ion 

Una imagen digital es Ia representaci6n de un objeto, en el plano o el 
3· espacio. par media de un conjunto de pixeles o voxeles. Estas imc\.genes son 
utilizadas en las areas de procesamiento de imagen y gnificas par computadora. 

La T apologia Digital estudia las propiedades de una imagen digital que 
corresponden a las propiedades topol6gicas del objeto originaL Este estudio 
proporciona una base te6rica para realizar operaciones de procesamiento de 
imagen tales como: adelgazamiento. seguimiento de borde, relleno de contornos y 
cant eo y etiquetado de objetos 

Un punta simple. en una imagen digital. es un pixel o voxel que a\ ser 
borrado o agregado no altera las propiedades topol6gicas de Ia imagen. Los 
puntos simples son importantes porque en algunas operaciones de procesamiemo 
de imagen. se requiere que los algoritmos aplicados preserven Ia topologia de Ia 
1magen 

Mylopoulos y Pavlidis [ I] mostraron que dadas dos im3genes 
bidimensionales (20) finitas. cuyo conjunto de pixeles negros es conexo y que 
tienen el mismo nUmero de hoyos. es posible transformar una en otra al agregar o 
borrar puntos simples sin alterar nunca sus propiedades topol6gicas 

En el presente trabajo desarrollamos algoritmos que nos permiten 
transformar una imagen 20 en otra con las mismas propiedades topo16gicas. 
Tambii:n se estudian las transformaciones para im<igenes tridimensionales (JD), 
mediante Ia generalizaci6n de algunos concepros utilizados en im3genes 20 y se 
presenta un algoritmo para transformar una imagen. con una sola componeme de 
voxeles negros y una 6-componente de voxeles blancos. en otra imagen con las 
mismas caracteristicas. Se hace tambii:n un an31isi le las propiedades topol6gicas 
en im3genes JD y se muesrra cOmo probar que posible transformar im3genes 
con hoyos y cavidades. a traves de una imagen en ~J forma est<indar 



AphcacJOn de l;l Topolog1a D1gital a Ill Tmnsformac16n Conunua de lm;lgenes en 20 _\· 30 

El trabajo se divide en cinco capitulos. En el Capitulo I, se presentan los 
fundamentos teOricos de Ia topologia digital, se define el concepto de imagen 
digital, pixeles, voxeles, relaciones de adyacencia y componentes. En el Capitulo 2 
se hace un estudio completo de puntas simples en dos y tres dimensiones y se 
caracterizan los puntos simples en base a componentes y a los conjuntos 1-
pegamento. En el Capitulo 3 se muestran algunos algoritmos para Ia detecciOn de 
puntas simples en im<igenes 2D y 3D, usando componentes (2D). tabla de 
bUsqueda (2D y 3D) y gr<ificas (3 D). En el Capitulo 4 se establece Ia equivalencia 
topoiOgica en im<igenes 2D y 3D y se muestra un algoritmo para determinar si dos 
im<igenes 20 son equivalentes. En el CapiiUlo 5 se muestran los algoritmos para 
realizar Ia transformaci6n de im<igenes digitales 2D con una sola componente de 
pixeles negros y cua!quier nUmero de hoyos 

Para im<igenes 3D se rnuestra el algoritmo que transforma una imagen con 
una componente negra y una 6-componente blanca, en otra de las mismas 
caracteristicas. Final mente en el Capitulo 6 se mencionan las conclusiones sobre el 
presente trabajo 



Capitulo 2 

Imagenes Digitales 

2.1 Elementos de imagen 

En el presente trabajo consideraremos un ptxel como un cuadrado cerrado. 
junto con su interior. en el plano Euclidiano. cuyos !ados (aristas) son de longitud 
I y adem<is son paralelos a los ejes coordenados El centro de un pixel tiene 
coordenadas enteras 

Pa r otra parte. definimos un ''o.u/ como un cuba cerrado en el 3·espacio 
Euclidiano cuyos Iadas (aristas) son de longitud igual a 1 y paralelos a los ejes 
coordenados Et centro de un voxel tiene coordenadas enteras 

El termino coordenadas de un pixel o voxel significa las coordenadas del 
centro de un pixel o voxel 

Los pixeles y voxeles son l!amados elememm Je imagen. 

2.2 Vecinos o elementos de imagen adyacentes. 

Dos pixeles (voxeles) son 8·vecinos (26-vecinos) o simplemente vecinos, si 
son diferentes y, cada coordenada de uno difiere de Ia correspondiente coordenada 
del otro en a Ia mas una unidad. 

Dos pixeles diferentes son 4·vecinos si son 8-vecinos y solamente una de las 
coordenadas de uno diliere en una unidad de Ia correspondiente coordenada del 
otro. 

Dos voxeles diferentes son 18-vecinos si son 26-vecinos y a [o mas dos de 
sus coordenadas correspondientes difieren en a lo mas una unidad. 
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Dos voxeles diferentes son 6-vecinos si son 18-vecinos y exactamente una de 
sus coordenadas difiere en a to mas una unidad 

a b c 
h -:Ild~-
9 f e 

a) b) 
Figura I. I a) Un mxel q \' sus 6-nxillos. b) £ 1 pixel q y sus 8-vecinos 

(a,b,c,d,ej.g y h) 

Un nJrtice de 1111 pixel p, es Ia intersecciOn de p con un pixel q 8-vecino de p, 
que no es 4-vecino de p 

Una arista Je 1111 pixel p. es una intersecciOn de p con uno de sus 4-vecinos 

Un l'tirtice de 1111 I'Oxel p, es Ia intersecciOn de p con un voxel q 26-vecino de 
p, que no es 18-vecino o 6-vecino de p 

Una arista de 1111 ,·oxel p. es una intersecci6n de p con uno de sus \8-vecinos 
que no es 6-vecino 

Una cara de 1111 l'OXel p, es una intersecci6n de p con uno de sus 6-vecinos. 

En Ia figura 1.2 se muestran los elememos de un pixel y un voxel 

.._ Ansta • 

• Ansta 

• 
• vertice 

Figura 1.1 Los componemesde 1111 pixel y tmmxel 

• • 

Cara 

La relaciOn de vecinos, se conoce tambiCn como una relaci6n de adyacencia, 
y entonces podemos decir que dos elementos de imagen son adyacentes (8-
adyacentes 6 26-adyacentes). si son diferentes y comparten al menos un vCrtice 
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2.3 Trayectorias 

Una ah-rrayaroria entre dos pi.xeles o vo.xeles. a y h. se define como una 
secuencia de pixeles o voxeles q1.q_-. .... lft . donde q1 a y q1 .:..b, y ademas q, es 
adyacente a q,.1 para 1<::; i <k 

Una .J-ab-1rayeuona, 6-nh-lrayectvria y 18-ah-lrayt!cloria se define de Ia 
misma forma que una ab-trayectoria, sOlo que se usa Ia 4, 6 0 18-adyacencia entre 
los puntas q, y q,.1 

2.4 Conexidad 

Un conjunto D de pixeles o voxeles es conexo, si para cada par a, b de 
elementos en D. existe una ab-trayectoria contenida en D. 

Par definiciOn el conjunto vacio es conexo 

2.5 Componentes 

Una compmte11re de f) es un subconjunto D · (no vaclo) conexo maximal de 
D Es decir. un subco1~unto conexo no vacio D · tal que ningUn elemento de D' es 
adyacente a a! gUn elemento en D-D · 

Cada uno de los elementos de D pertenece a una Unica componente de D. 
Decimos que D es conexo si y sOlo si tiene exactamente una componente 

2.6 Definicion de imagen digital 

Una imai!i!ll digital se puede definir como una 4-tupla (V. m,n,B), donde 
l '=Z1 0 1'=2''. Res un subconjunto finito de 1'. y (m.n)E l(8,4), (4,8)} si V=Z1 y 
(m.n)E 1(6.26), (26.6). (6, 18). ( 18,6)) si i '=Z' 

Z1 es el reticula entero bidimensional y z-' es el reticula entero 3-dimensional. 

B represent a los puntas negros o I 's de Ia imagen, V-B es el conjunto de 
puntas blancos o O's de Ia imagen 

m define Ia relacion de adyacencia entre pares de puntas negros, mientras 
que 11 Ia relaciOn de adyacencia entre pares de puntas blancos. 
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Si hacemos corresponder cada punta de Z1 con el centro de un pixel 
entonces no habni problema en definir a V como el conjunto de pixeles con centro 
sobre cada punto del reticula Z1 

De Ia misma forma, podemos colocar un voxel sabre cada punta del reticula 
z' y tendremos a ,. formado por el conjunto de voxeles con centro en cada punta 
del reticula z·' 

La figura 1.3 muestra esta relaciOn 

"~ ....... 01> 

Q-~~<1>···· 
·~· ..... -& 
"' <>-<1>--<:0--<i>-+-4--11> 
@~$·'@..3-®d>O 

a) b) 

Figura / .3 a) Ef nuiculo Z1 b) a es 1111 puma Jel rericulo yes eJ cenrro del 
pixel q 

Si llamamos r·J al conjunto de pixeles con centro en cada punto del reticula 
Z1 y ,..~ al conjunto de voxeles con centro en cada punta del reticula l 3, entonces 
una imagen digital gueda definida como: (V',m.II,B'),donde V'=V2 0 V'=V, B' es 
un subconjunto finito de f ·· y (m,n) est3.n definidos como antes 

Ahora bien. una imagen digital binaria 2D (bidimensional), como Ia define 
Kong en [ I], es una transformaciOn que asigna un valor de I 6 0 a cada pixel. De 
Ia misma forma, define una imagen digital binaria 30 (tridimensional). 

En las im3.genes los pixeles o voxeles con valor I se Haman los puntas 
negros de Ia imagen o. tambiCn, los I 's de Ia imagen. Los elementos de imagen con 
valor 0 son llamados los puntas blancos, o tambiCn, los O's de Ia imagen. De aqui 
en adelante usaremos Ia notaci6n de I 's yO's para referirnos a los puntas negros y 
blancos respectivamente de una imagen 

2. 7 Conexi dad en imagenes digitales 20 y 30 

El usar diferentes relaciones de adyacencia para los I 's yO's, fue u.no de los 
primeros temas de investigaciOn en Ia topologia digital. Para entender meJOT el par 
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que de los valores de (111.11). suponga que tenemos una imagen 20 como Ia 
moSifada en Ia figura 1 4_ Si usaramos (m.n) como (4,4), entonces los pumas 
negros son totalmente disconexos. sin embargo separan al conjunto de puntas 
blancos en dos componentes. ahara bien. si tomamos a (111,11) como (8.8). el 
conjunto de puntas negros forman una analogia discreta de Ia curva de Jordan, 
pero aun asi. no separan a los puntas blancos 

• • • • 
Fig. 1.4 (,Por qm! en (m.ll) . m Jl!he ser difenmte an? 

Este problema se resuelve si usamos Ia 8-adyacencia para los puntas negros 
y Ia 4-adyacencia para los puntas blancos. o al reves_ En imilgenes 30 el problema 
queda resuelto si usamos m=6 y n= 18 0 26; o a\ reves 

En Ia figura 4 podemos ver que si m=8 y n=4 los puntas negros forman una 
curva cerrada y efectivamente dividen a los puntas blancos en dos regiones. 
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Capitulo 3 

Puntos Simples 

El concepto de punta simple se ha detinido de varias maneras par diferentes 
autores. Sin embargo. todas estas detiniciones son equivalentes 

En una imagen digital binaria. un ptmtv .\·imple es un pixel o voxel que 
preserva Ia topologia de Ia imagen al ser agregado o borrado. Presermr Ia 
wpologia [4] significa que al borrar un punta negro nose elimina una componente 
negra de Ia imagen, no se divide una componente de puntas negros en dos o mas 
componentes, no se crea ninguna componente blanca y no se mezclan 
componentes blancas 

A continuaci6n mencionamos una caracterizaci6n de puntas simples en base 
a componentes dada par Mylopoulos y Pavlidis (I] 

3. 1 Puntos simples en imagenes 20 

3. I . I DefiniciOn de punto simple en base a componentes. 

Sea I una imagen digital binaria 20, con (m,n)=(4,8), y sea x un pixel de/, 
definimos N(x) como el conjunto de los 8-vecinos de x incluyendo a x mismo. 

N(x) como N(xHx~ . Denotamos porI el complemento de I, es decir. I es 
una imagen con O's donde I tiene I 's y con I 's donde I tiene O's 

F(/) es el conjunto de l 's de/. tambiCn llamado el.foreground de la imagen, 

F(i) el conjunto de O's de I, tambiCn llamado el background 

Sea NCC[DJ el nUmero de 4-componentes en el conjunto D, y sea NOC(D) 
el ntlmero de 8-componentes en D 
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Entonces. un punto pes 4-simple en I si 

I. NCC[ Y(pY,(F(/)v{plll ~ NCC[ Y"(pY,F(.'!_I_ 

2 NOC[ .Y(plr\t rtiJ v ;p;JI = NOCI s ·<p)r. t-"(1) I 

De Ia misma forma. un punto pes 8-simple en I si : 

1.2 NOC( X(p) ri(F(l) v {p:JI = NOC[ x ·(p)r.F(i) I 

2.2NCC[X(pJ,-.,(F{lJv{p])] =NCCj (.\'.(p)r. F(l) I 

Otra forma de caracterizar un punto 8-simpte, dado por Rosenfeld (3] es Ia 
siguiente 

Sea q un 1 de una imagen digital binaria 2D, I. Entonces q es 8-simple en I 
si. y sOlo si. las siguientes condiciones se cumpten en I 

1_ q es adyacente a otro 1 
2. q es 4-adyacente a un 0 
l El conjunto de l's que son adyacentes a q es conexo 

3.2 Puntas simples en imagenes 3D 

3.2. 1 Definicion de punta simple en base a componentes 

Sea I una imagen digital binaria JD. x un voxel de/, N(x) denota at conjunto 
que contiene ax, mas los 26 voxeles que son 26-adyacentes ax, y N(x) a N(x)-{x} 

Sea NVC[D] el nUmero de 26-componentes en el conjunto D, y sea NSC(D] 
el nUmero de 6-componentes en D 

Entonces. un punto pes 26-simple en I si· 

l. NVCi .\"(ph(F(/)ov(pD I= NVCI 1\r(p)r.F(I) I 
2. NSC[.\"(pl ,-., (F(!) u [p])] = NSCI (X.(p)tl F(i) I 

Saho, Chanda y Majunder [3] establecieron Ia siguiente caracterizaci6n de 
voxeles simples 

Sea q un I en una imagen digit~! binaria 3D. I. Entonces q es simple en I si, y 
sOlo si. las siguientes condiciones se cumpten: 

(Q 
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I. q es adyacente a otro I 
2. q es 6-adyacente a un 0 
3 El conjunto de l 's adyacente a q es conexo 
4. Cada par de ceros que son 6-adyacentes a q estan unidos por un 6-camino 

de O's que son 18-adyacentes a q 

3.3 Definicion general de punto simple en una imagen 
digital binaria 

Veamos aha ra Ia caracterizaciOn que hace Kong [3] de los pumas simples. 
utilizando el concepto del conjunto 1-pegamento de un 1 de Ia imagen 

Esta caracterizaciOn es interesante porque define de manera natural este 
concepto y en su articulo hace una equivalencia de las definiciones anteriores con 
Ia suya. y muestra que son casas paniculares de Ia definiciOn general 

Como definimos antes. una imagen digital binaria 20 es una transformaciOn 
que asigna un valor de 1 0 0 a cada pixel. De manera similar una imagen binaria 
30 es una transformaciOn que a signa un 1 0 0 a cada voxel 

Si f) es un subconjunto de 1·s de/, entonces 1-D, denota Ia imagen obtenida 
de I cuando se borran de /. los l "s enD (i.e. cambiando los 1"s en D, a o ·s en f). 

Ahara bien, sea q un 1 de I. entonces 1-{q/ es Ia imagen que obtenemos 
cuando q es borrado de/. y F(J)= (f'JfU- :q!) 

3.3. I DefiniciOn usando equivalencia homot6pica 

Kong define un punta simple como sigue: [3] 

DefiniciOn 3.1 [3] Si q es un 1 de una imagen/, entonces q es simple en /, si 
el mapa de inclusiOn de F(l- {ql) en F(J) es una equivalencia homot6pica 

El mapa de inclusiOn de un conjunto X en un conjunto Y (Xc Y). es una 
funciOn 1: X ---+ Y , tal que i(x)=x para toda xeX 

3.3.2 El conjunto l-pegamento de un I 

La frontera de un pixel se define como Ia uniOn de sus 4 aristas, y Ia frontera 
de un voxel como Ia uniOn de sus 6 caras. 

Una arista incluye sus dos puntas extremos y una cara incluye sus 4 aristas. 

I I 
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DefiniciOn 3.2 [3] Sea q un I de una imagen /, entonces el conjunto 1-
pegamento de q es el conjunto que consiste de todos los puntas en Ia front era de q 
que tambiCn caen en Ia front era deal menos otro l de I. 

Kong [3] establece el siguiente teorema que da Ia caracterizaci6n de J"s 
simples 

Teorema 3.1 Sea q un I de una imagen / . Entonces q es simple en I si. y 
s61o, ambos, el conjunto 1-pegamento de q, y el complemento de ese conjunto. en 
Ia Frontera de q. son no-vacios y conexos. 

12 



Capitulo 4 

Algoritmos para detectar puntos simples 

4. 1 Algoritmos para detectar puntos simples en 
imagenes 2D 

La detecci6n de puntas simples en 2D es sencillo, b<isicamente porque Ia 
propiedad de ser simples o no, depende Unicamente de Ia vecindad del punta que 
se analiza (N(p)). En im<igenes digitales binarias 2D cada punta tiene 8 vecinos los 
cuales deben ser examinados y, dada su conliguraciOn. se puede decir si el punta es 
simple o no Esto se puede hacer en tiempo constante 

4.1.1 Por calculo de componentes 

Veamos en primer Iugar como podemos determinar si el punta pes 4-simple 

o no 

SegUn Ia definiciOn en Ia secciOn 3 1.1. un pun topes 4-simple si: 

l NCCI .\ tp!n(F(/)v{pl) I = NCCi Y.(p)r.F(/l I 
- -

2 NOC[ .\"(pint F(!l v~plll = NO(I .\'"ip)nFt/) I 

De acuerdo a esta caracterizaci6n, se propane el siguiente algoritmo para 
determinar si el punto pes simple o no 

0 1. 1•1 <+--- el nUmero de 4-componentes en J X(p)rl(F(I)u{p}) J 

02. 1·1 <+--- el nUmero de 4-componentes en 1.\".(p)rF(I) J 

03 ,._, <+--- el nUmero de 8-componentes en J .\'(p)n( F(IJ v {pl J1 

04 ''•-+--- el nUmero de 8-componentes en 1 s·(p)n F(IJ 1 

05 Si (1•1=v2) y (1•:=''•) 
06. entonces pes 4-simple 

07 sino. p noes 4-simple 
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Est a caracterizaci6n se puede reducir a Ia siguiente forma 

El punto pes 4-simple si 

1.1 NCC[ .\"(p)r\(1~(/)v [p}) I = NC(f (X.(pY,F(l)) I 

1.2. [ .\ .(p)r>F(/) I= I 

Esta simp!ificaci6n en Ia condici6n 1.2 es debido a que, no importa cual sea 

Ia configuraci6n de ceros en N(p). siempre que tomemos los ceros en [.\'"ipy-. F{!J 1. 
sOlo habra una Unica 8-componente en tal configuraci6n 

Ahora el problema se reduce a calcular NCC[ N(p)n(f(f)v (pD ], 

NCC[ ,V(p)rJ'(f)] y NOC[ N"(p)n F(/) ] 

Figura 4.1 NumaaciOn di! los 8 t't!cinos del pixel p 

El calculo de las 4-componentes en N{p)n (F([)u {p}) es facil si analizamos 
(de acuerdo a Ia configuraci6n de vecinos mostrada en Ia figura 4.1 ) d1, d_,, d- y d, 
y sus 4-vecinos en N(p). por ejemplo si d1=l y d1=d4=0 entonces podemos contar 
una 4-componente mas. pero si d1 ylo d 4 fuera I entonces se une con p y ya no 
forma 01ra 4-componente 

El algoritmo queda de Ia siguiente forma: 

01 Tomar 11,1 = 0 I* El nUmero de 4-componentes *I 
02 Asignar el valor correspondieme a d1. d2• d3, d4, d6, d-. ds y d,. 
03 11 ~ I I* La 4-componente que contiene a p *I 
04 Si d1= I y d2=0 y d4=0 entonces n++ I * Una 4-componente mis *I 
OS Sid.:= I y d2=0 y dt>=O entonces n++ 
06 Si d7-=1 y d~=O y d,.=O entonces n++ 
07 Si J,,= I y d0=0 y drO entonces n++ 
08 llr1 ~ n /* El nUmero de 4-componentes encontradas */ 

14 
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Ahara, para calcular NCC[ (f/(p)nF(/)) ), se hace un recorrido de los I 's 
que est3n alrededor de p {vease Ia figura 4 I) y se cuenta el nUmero de cambios 
que hay de 1 a 0 6 de 0 a I. Este valor dividido entre 2 nos da el nUmero de 4-
componentes en N'(p)n F(/) Este valor lo almacenamos en Ia variable n1. Si todos 
los puntas en .V(p) son cera, no hay cambios y n1=0 Si todos los puntas en N(p) 
son I ·s tam poco hay cambios, sin embargo n1= I. 

El c31culo de las 8-componentes en N'(p)n F(/) se hace tomando en cuenta 

las siguientes propiedades de N'(p) 

a) Si en N'(p) hay 4 ceros, que son 4-adyacentes a p, entonces en 

N'(p)n F{!) se forma una sola componente como se puede observar en Ia figura 

4 2 (a) 
b) Si en N'(p) hay 3 ceros. que son 4-adyacentes a p. entonces en 

N'(p)n F(I) se forma una sola componente como se puede observar en Ia figura 
4 2 (b) 

c) Si en N'(p) hay 2 ceros que son 4-adyacentes a p , entonces tenemos dos 
posibilidades: I Que los ceros no sean 8-adyacentes entre elias como en Ia figura 

41 (c). en cuyo caso tenemos dos 8-componentes en N'(p)nF(I) 2. Que los 

ceros sean 8-adyacentes entre ellos como en Ia figura 4.2 (d), en cuyo caso se 

forma Unicamente una 8-componente en lf(p)rl F (/) 

# #I =hij .. ·: ~~ 
p p i p ' 

I 
' 

w • ~ • 
Figura 4. 2 Alg1mas configuracumes de ceros 4-adyacentes a p 

Para calcular el nUmero de 8-componentes en tf(p)nF(/), se propane el 

siguiente algoritmo· 

0 1 
02 
03 
04 
OS 
06 
07 

k +- NUmero de ceros en N'(p) que son 4-adyacentes ap 
Si k=4 6 k=3 entonces II_·= I 
Si (k=2) y (son 8-adyacemes los 2 ceros) 
entonces n2=1 
sino n ·=2 
Si N'tf> sOlo tiene puntas negros 
entonces n2=0 
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Finalmente probamos. Si 1111 y n1 son iguales y ademas. 11!= I; entonces pes 4-
simple. En caso contrario. p no es 4-simple 

4.1.2 Por tabla de biiSqueda 

Esta fo rma de probar si un punta pes 4-simple o no, consiste en formar. de 
acuerdo a Ia configuraciOn que presenta N"(p). una palabra 8 de bits y usarla como 
indice para accesar una tabla que tiene grabado para cada indice, un valor de Falso 
o verdadero. dependiendo si dicha configuraci6n corresponde a un punta simple o 
no 

Par ejemplo. supongamos que tenemos una contiguraci6n coma Ia mostrada 
en Ia figura 4_3 

Fig. 4.3 Una 'w!fignracirin delfJ/1/1/0 p y su \'I!Cindad 

La configuraci6n dep. en Ia ligura 4.3. genera Ia siguiente cadena 101 1100 1 
que corresponde al arreglo d ,J_..J_:J.id_.d,P..J,. (ver Fig. 4.1). Si esto lo tomamos 
como un nllmero binario. e! valor en decimal es 125. Ia tabla de valores (creada 
con anterioridad) debe tener en Ia posiciOn 125 un valor de Falso, ya que el punta 
p analizado noes 4-simple 

El algoritmo que determina si un punta p es 4-simple, utilizando una tabla de 
bUsqueda. es el siguiente 

0 I Leer Ia tabla de puntas simples. MPS 
02 Calcular indicl! con Ia configuraciOn de los 8-vecinos de p 
03 EsSimplr.! t- A4P51mdice] 
04 Regresar LsSimple 

CREACION DE LA TABLA DE BUSQUEDA 

La tab1 le bUsqueda que almacena las configuraciones posibles de un punta 
y su vecinda( · puede crear con el siguiente algoritmo 

\6 
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0 1 Define tabla MP.\]256) 
02 Para k=O hast a 25 5 hacer 
03 Si Ia contiguraciOn representada park es 4-simple 
04 entonces A4PS[K] +- Verdadero 
05 sino .\/PS1A.1 +- Falso 
06 Grabar en disco Ia tabla A4PS 

La forma de probar si Ia configuraciOn que represeman los bits de k debe ser 
simple o no, es mediante el metoda discutido con anterioridad por d.lculo de 
componentes 

4.2 Algoritmos para detectar puntos simples en 
imagenes 3D 

4 _2 _I Caracterizaci6n general de puntas simples 

Tomemos Ia detiniciOn que da Kong [JJ de punta simple 

Sea q un 1 de una imagen I. Entonces q es simple en 1, si y sOlo si, ambos, el 
conjunto 1-pegamento de q y el complemento de ese conjunto en Ia frontera de q, 
son no-vacios y conexos 

Si tomamos un voxe!, con valor I. cualquiera de una imagen digital binaria 
JD y calculamos el conjunto 1-pegamento de ese voxel, entonces seremos capaces 
de decidir si el punta es simple o no 

Un algoritmo para decidir si un voxel. p. es simple o no, en una imagen 1, es 
el siguiente: 

OJ Formar el conjunto 1-pegamento de p. Uamemosle a 
02 Formar b, el complememo del conjunto 1-pegamento de p 
03 si el conjunto a y b son no-vacios y conexos 
04 entonces pes simple en I 
05 sino pes no-simple en I 

Para formar el conjunto 1-pegamento de p, hacemos usa de Ia gnifica del 
pegamento de p definida por 8 vertices. los cuales representan con cada uno de los 
8 vertices del cubo del voxel p. Y cada arista de Ia gnifica representa Ia adyacencia 
entre vertices del voxel 

Para hacer esto, asignamos etiquetas a los vertices. aristas y caras de un 
voxel, como lo muestra Ia figura 4 4. 

17 
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v ert1ces Aristas 

Caras 
Figura 4.4 Asignaci/m de eliqlfew:s· a los l'irlices, arislas y caras Je 1111 

mxd 

La grcifica del pegamenlo de p, tiene 8 vertices. etiquetados de Ia misma 
forma que los vertices del voxel p. Si hay un voxel 6-adyacente al voxel p . 
entonces se unen los vertices correspondientes a esa cara de contacto. Si hay un 
voxel 18-adyacente a p, que no es 6-adyacente, se unen los vertices de Ia arista 
compartida. Y si hay un voxel 26-adyaceme, que no es 6 6 18-adyaceme, 
solamente se crea el vertice correspondiente. 

Por ejemplo. Ia figura 4.5 muestra una configuraci6n de voxeles y su gr3fica 
correspondiente. 

Recordemos, como se mencion6 anteriormente, una arista en el cuba incluye 
los 2 vertices de sus extremes y una cara incluye sus 4 aristas. 

18 
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1 2 
0 0 

30 0 5 

0 
7 

0 
6 

Fig. 4.4 £/1·o.nd q nm stH l"t'Cuto.~· y Ia xni(ica corre~ponJiente a/ cmywuo 
1-pegamemo Jc q. 

Debido a que la gr<i.fica del pegamento de p se construye en base a Ia 
adyacencia de elementos (vertices y aristas), entonces, si la gr<i.fica es conexa, el 
conjunto 1-pegamento que representa tambien es conexo 

De acuerdo con la asignaciOn de etiquetas mostrada en Ia figura 4.4, de 
vertices, aristas y caras del voxel. podemos escribir el algoritmo que construye Ia 
gr<i.fica del conjunto 1-pegamento 

01 Para cad a cara del voxel 
02 Si Ia cara es I 
03 entonces unir los 4 vertices correspondientes a esa cara 
04 Para cad a arista del voxel 
05 Si Ia arista es I 
06 entonces unir los dos vertices correspondientes a esa arista 
07 Para cada venice 
08 Si el venice es I 
09 entonces crear el venice 

Aqui. el hecho de decir que una cara, arista o venice es I, significa que hay 
un pixel con valor I, que se intersecta con el pixel que se esta analizando en Ia 
cara. arista o venice (solamente en ese Iugar). 

Si esta gr<i.fica que hemos construido es conexa, entones el conjunto 1-
pegamento de pes conexo 

Para probar que el complemento del conjunto 1-pegado es conexo. lo 
haremos de una manera indirecta, tomando en cuenta Ia siguiente definiciOn de 
punta simple dada en el capitulo 3 
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Sea q un I en una imagen I 3D Entonces q es simple en I si, y sOlo si. las 
siguientes condiciones se cumplen. 

1. q es adyacente a orro ! 
2. q es 6-adyacenre a un 0 
3_ El conjunto de I 's adyaceme a q es conexo 
4_ Cada par de ceres que son 6 adyacemes a q est<in unidos par un 6-camino 

de O's que son 18-adyacenres a q 

Ahara bien, Kong [3] _;to condici6n para que un voxet p sea simple. en 
una imagen binaria JD, que~ .vnjunto 1-pegamento de p y su comptemento sean 
no vacios. Esto corresponde exactamente a las condiciones 1 y 2 de Ia 
caracterizaci6n anterior. Ahara bien. ya mencianamos antes que si el canjunto 1-
pegamento de pes canexa, entances el conjunta de I 's adyacentes apes conexo. 
esto corresponde a Ia condici6n 3 de Ia caracterizaci6n anterior. Par Ultimo se 
puede probar (Kong [4]) que el complemento del conjunto 1-pegamento de pes 
conexo si se cumple Ia condiciOn 4 de Ia caracterizaci6n anterior 

Para saber que los O's que son 6-adyacemes a p forman una 6-ab-1rayee1oria 
con voxeles blancos 18-adyacentes a p, construimos Ia gr<ifica de los O's 6-
adyacentes a p, formada de 6 venices cada uno de los cuales representa un cera 6-
adyacente a p. y las aristas de Ia gr<ifica representan si hay otro cera \8-adyacente 
a p que une dos O's qlJe son 6-adyacentes a p. 

El algoritmo para construir dicha grcifica es el siguiente: 

01 Para cada par de O's 6-adyacentes ap y adyacenres entre elias 
02 Si el voxe16-adyacente a ambos O's es un 0 
03 entonces unimos los dos venices que corresponden a 

este par de ceros 

Si Ia grcifica que hemos construido es conexa, entones el complemento del 
conjunto 1-pegamento de pes cone.xo 

Habiendo construido las grcificas y analizado si son conexas o no, se puede 
determinar si cualquier voxel dadoes simple o no lo es 
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Capitulo 5 

Equivalencia 
digitales 

topol6gica en 

5.1 Equivalencia topol6gica en imagenes 20 

imagenes 

Aha ra definiremos el concepto de equivalencia topol6gica en espacios 
discretos_ Estas definiciones no se pueden construir a traves de extensiones a las 
definiciones en espacios continuos ya que como tales no llevan a resultados 
imponantes 

La equivalencia topo16gica se basa en las propiedades de conexidad y arden 
de conexidad. las cuales son las propiedades fundamentales que se pueden definir 
en espacios bidimensionales 

Sea I una imagen digital binaria 20 con (m.n)=(4,8). Denotaremos con 
NCC(/) como el nUmero de 4-componentes de I. y por NOC(/) como el nUmero de 
8-componentes en I 

DefiniciOn 5.1 [\] Dos imiigenes digitales binarias 20 F' y F" son c­
equimlellfes (equivalentes por componentes), siempre que· 

\) Si NCC(F')=NCC(F")= l. entonces existe una secuencia de imclgenes 
Fd·-1, • • F~ tales que F'=F1, F"=F,., y para cada i (I s; i s; n-1) existe un pixe\4-
simple, x,. en F, tal que F,. 1=F,u {x,J. o F,.1=F,-{x,} 

2) Si NCC(F")> l. hay una correspondencia 1-a-1 entre las 4-componentes 
de F' y F" tal que los pares correspondientes satisfacen Ia condici6n 1). 

En la literatura sobre topologia digital existen conceptos, sabre la 
preservaci6n de la topologia en im<l:genes. como el siguiente 
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ProposiciOn 5.1 [3] Sea x un I simple en una imagen digital binaria I. 
entonces 

a) Ninguna 4·componente de I es dividida a! borrar x de I 
b) Ninguna 4·componente de I 's es completamente eliminada al borrar x de I 
c) Dos componentes de O's nunca son unidas al borrar x de I 
d) Ninguna componente de O' s es creada al borrar x de I 

En particular, el inciso d) de esta proposici6n implica que al borrar o agregar 
un I simple a una imagen, nunca se crea un nuevo hoyo en Ia imagen resultante 
Por lo tanto podemos enunciar Ia siguiente proposiciOn 

ProposiciOn 5.2 ( IJ Si dos 1m<i.genes binarias digitales 20. 11 e 11, son C· 

equivalentes y NCC(l,)=NCCU:J. entonces NOC(!t )""NOC( T:) 

Es decir. si dos im<i.genes. con una sola componente de 1 's, 
equivalentes, entonces tienen e! mismo numero de hoyos 

Cuando tenemos dos im<i.genes /' e I" c·equivalentes, siendo / , ' e I," sus 4· 
componentes respectivamente (I '5. isk) y adem<i.s I, ' e /; '' c·equivalentes, se sigue 
inmediatamente de Ia definiciOn de c-equivalencia y de Ia Proposici6n 5 2, que 
NCC(/')~NCC(/ ' ') y NOC( [' )~NOC( I·) para I <i<k 

DefiniciOn 5.2 Una imagen I sera llamada k-4-conexa (k-6-conexa) siempre 
que NCC(/)~ I (NSC(I)~ I) y NOC( T )~k (NC( T )~k) . y sera 1\amada k-conexa 

cuando NOC(/)~1 (NVC(/)~1 ) y NCC( T )~k (NSC( T )~k) 

Las im<i.genes 1-4-conexas tambien se llaman 4-conexas simples Y las 1-
conexas, conexas simples 

Pro posiciOn 5.3 [I] Sea I una imagen digital k-4-conexa, con F(f) finito 
Entonces una componente de F(/) es infinita y todas las dem<i.s son finitas 

La componente infinita de F(/) es llamada el hoyo exterior de I y se denota 
por Ho. Las dem<i.s componentes son H,, \<i<k-1 . El hoyo exterior, es Ia 
componente de O's que "rodea'' a f (f) 

Si f(f) es finito, entonces diremos que Ia imagen es finita 

Se puede mostrar [1 ] que el tamaiio de los hoyos (es decir, el nUmero de O's 
que lo forman) en una imagen se puede reducir sin que esto afecte Ia c· 
equivalencia. 
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Teol"ema 5.1 [ l] Cada imagen digital binaria 20 tinita k-4-conexa. /. es c­
equivalente a otra imagen digital binaria finita k-4-conexa. /'. de tal fOrma que si 
H,' es un hoyo interior de I·. entonces [H, '!= l 

Aqui, jH, 'I significa el nUmero de pixeles que forman el hoyo H, 

La figura 5. 1 muestra un ejemplo del Teorema 1 

a) I b) I' 

Figura 5. 1 a) /)os llnilge11es. I e /', c-equi\'(1/emes. El ramaiio tie los hoyos 
tie/' es 11110. 

Sea I una imagen finita k-4-conexa. entonces si jH,(/)1= I para I Si !:fi- J, Ia 
imagen sera Jlamada retiucu)a 

Por el Teorema 5.1, podemos decir que cada imagen digital binaria finita y k-
4-conexa es c-equivalente a una imagen k-4-conexa finita reducida 

Ahara mostraremos que una imagen k-4-conexa es c-equivalente a una 
imagen k-4-conexa reducida finita y ademiis de borde rectangular. 

Empecemos por definir un rect<ingulo. Tomemos x un pixel cualquiera de Ia 
imagen / , con coordenadas (a,b), entonces definimos 

H., = l (a+t.b) 1- -:JJ<i<x I 
V, = ( (a,b+i) I - :c<i<x I 

H_,. representa el conjunto de pixeles que forman Ia linea horizontal que pasa 
por x; ~ :, represent a el conjunto de pixeles que forman Ia linea vertical que pasa 
por x 

Para una imagen digital/, k-4-conexa, sea 

E,"' ( X I XE H r1, H,n/-:t:-0 . I :,.r./":t:-0 I 
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Es decir, £1 es el conjunto de J' s que ''hace falta" agregar a la imagen para 
que tenga un perimetro rectangular La figura 5.2 muestra una imagen I y el 
conjunto £1 

Imagen I 
Figurtt 5.2 La imagen/ y el CVIIflllllo Je 0 's que forman £ 1 

Una imagen I tendr.:i un borde rectangular si D=0. Adem.:is. si Ia imagen es 
4-conexa simple, sera un reclimgulo 

El siguiente Teorema define Ia c-equivalencia entre im.:igenes k-4-conexas e 
im.:igenes k-4-conexas con borde rectangular 

Teorema 5.2 [ I] Sea I una imagen k-4-conexa. Entonces I es c-equivalente a 
una imagen /' k-4-conex:a tal que Er=0 

Las im<igenes que tienen £,=0 ser.:in llamadas recrangulares 

De los teoremas 5.1 y 5.2, podemos decir que cada imagen/. k-4-conexa es 
c-equivalente a otra imagen k-4-conexa rectangular y reducida 

(a) (b) 
Figura 5.3 Dos mwgenes C-ljqlliva!ell!es La segunda imagen es j -.J­

conexa, fini!a, lw.:wngu/ar, reduciJa. 
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Pro posiciOn 5.4 [I] Dada una imagen digital binaria /2D, rectangular, finita 
y k-4-conexa. Podemos definir cuatro enteros c1, c2, d1, J2 tales que un pixel 
xEHri/) si y sOlo si a<c1 o a>c2 o h<d1 o h>d1 _ Siendo (a.b) las coordenadas del 
pixel x. 

Emonces, cualquier imagen rectangular, finita, reducida y k-4-conexa. puede 
ser especiticada completamente par las coordenadas de sus hoyos interiores_ Par 
ejemplo (a1,b,), (a1,b1 ). .(a,-.,,b,.t). y los cuatro enteros c,, c1, J ,, J1 

mencionados en Ia proposici6n 5 -l 

Una imagen digital binaria /, sera Hamada k-regular, si es rectangular. 
reducida. finita y k-4-conexa. 

Las im<igenes k-regulares son representadas par una 4-tupla (c1,c2,d1,d2) y un 
conjunto de k-1 puntas (a,,bJ), (a:.h2). .(a(".,,b, .. l) 

La figura 5.4 muestra una imagen k-regular y sus parametres asociadas 

c, c, 
---~ o, 

b, 
o, 

o, 
~~-Lc....L--·-- d2 

Figurtt 5.4 Una imagen/. y sus parilmetros cvrre!,pondiemes 

Proposici6n 5.5 [I] Cada imagen k-regular es c-equivalente a una imagen k-
regular f · que satisface: 

I) Si / ' es represent ada pa r (c,.c1.d1.dJ). entonces crc,~2k+ l y drd/?.2k+ 1 
2) Todos los hoyos interiores de I · tienen coordenadas venicales d ,+2,., para 

0<1<(d,-d1 )12-1 
3) Sus hoyos est<ln en (c1+\ ,d,+ l), (c1+3.dt+3), ... (c,+2k-3,d1+2k-3) 

Finalmente. el siguiente Teorema muestra Ia c-equivalencia de todas las 
im<igenes k-regulares. 

Teorema 5.3 [I] Todas Ia im<lgenes k-regulares son c-equivalemes 
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Teo rem a SA [ 1] Dadas dos im<igenes 20 I e I·. estas son c-equivalentes. si 
y sOlo si. tienen el mismo mimero de componentes, y si I, e I ,· son sus 4-
componentes correspondientes. entonces NOC( f. )=NOC( /.') 

El tipo de imagen ala cual hace referencia Ia Proposici6n 5.5 Ia llamaremos 
imagen rectangular normal o imagen est<indar. Una imagen de este tipo queda 
completamente especiticada si conocemos el nUmero de hoyos que tiene Ia imagen 
k-4-conexa y asumimos '"l''=d1=0. 

Par lo tanto, cualquier imagen digital binaria I k-4-conexa sera c-equivalente 
a una imagen rectangular normal con k igual al nUmero de hoyos de Ia imagen I. y 
Ia 4-tupla (0,0,2k+ I ,2k+ 1) 

Un ejemplo de imagen estimdar para k=4 se muestra en Ia figura 5.5 

Figura 5.5 lma~:en reclangular normal con k=-1 

5.2 Equivalencia topol6gica en imagenes 30 

La definiciOn de im<igenes c-equivalentes dada en Ia secci6n 5.1, en realidad 
fue enunciada par Mylopoulos y Pavlidis (1 ] para espacios discretos k­
dimensionales. en particular para k=3 e im<igenes con (m,11}""(26,6) Ia definiciOn 
queda de Ia siguiente forma 

DefiniciOn 5.2 Dos im<igenes r· y F'' son c-equivalentes siempre que 
(I ) Si NV((F')=NVC(F'")= I, entonces existe una secuencia de im<igenes 

F,,F_· . .F, tales que F'=t-,, F"=J-:,, y para cada i (I :S: i :s; 11-l) existe un pixel 
simple. x,. en F, tal que F,.1=F,u]x,:. o F,. ,=F,-{x,! 

(2) Si NYC(F')>l. hay una correspondencia l-a-1 entre las componentes de 
F' y F tal que los pares correspondientes satisfacen Ia condiciOn (I) 
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En imagenes digitales binarias 30 . no es suficiente estudiar Ia equivalencia 
topo\Ogica en base a componentes y hoyos. Esto porque en imagenes 30 existen 
dos tipos de hoyos, las cavidades. es decir. una 6-componente de O's ·'rodeada" de 
I ·s. y los tUneles como el que se forma en una "dona· 

Tomando Ia idea de las imagenes k-regulares definida en 20. podemos 
definir ahara imagenes k-regulares 30 . tomando en cuenta las cavidades y los 
11i neles de Ia misma. 

Una imagen digital binaria 30 es rectangular si el borde de Ia misma es 
rectangular, es decir. no hay voxeles blancos. que no pertenecen a una cavidad o 
un tlmeL y que intersect en a Ia imagen en las tres coordenadas 

Una imagen digital binaria es reducida. si el tamai'io de sus cavidades es de 
un voxel, y sus tUneles son de tal forma que los voxeles que lo forman todos 
difieren en solo una coordenada y son de ancho uno. 

Una imagen digital binaria 30 rectangular. fin ita. reducida y k-conexa, Ia 
cual llamaremos estandar. con 1 el nUmero tUneles y c el nUmero de cavidades; 
podria ser especificada completameme con los siguientes par3.metros 

a) El tamai\o de Ia imagen (del conjunto de I 's) es (2t+2c+l)x3x3 
b) TUneles reducidos en : con coordenadas de uno de sus voxeles en 

(2i.2.2), l ~i~f 

c) Cavidades en (2J+2k,2.2). 1 9~c 

En Ia figura 5.6 b) podemos ver un ejemplo de lo anterior Si pudieramos 
demostrar que cada imagen digital binaria 30 es c-equivalente a una imagen digital 
binaria 3D. est<indar, entonces podriamos decir que dos im<igenes digitales binarias 
30 son c-equivalentes si son finitas. tienen una sola 26-componente y adem3.s 
tienen el mismo nUmero de cavidades y tUneles 

a) ~ 

Figura 5.6 a) Imagen binaria digital 3D. I, con 1111 ttlnel y 2 cavidades 
(t=l, c == 2) b) Una imag~.tn!' estimdar, c-equivalente a I, tmltlneltiene uno de 
sus L'Ondes en (2.2.2) y las cavidades fienen coordenadas en (1.2.1) y (6.1.2). 
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5.3 Algoritmos para encontrar Ia equivalencia topo16gica 
en imagenes 2 D 

Como mencionamos anteriormente las Unicas propiedades topo!Ogicas 
definidas en imil.genes digitales binarias 20 . con adyacencia (4,8), son: el ntlmero 
de 4-componentes de l's y el nUmero de hoyos (8-componentes de D's). 

En panicular, podemos decir que 2 imigenes digitales binarias son c­
equivalentes si ambas son k-4-conexas. Es decir. tienen una sola 4-componente de 
I 's y k 8-componentes de D's. 

He definido Ia c-equivalencia entre imigenes k-4-conexas porque son el tipo 
de imigenes 20 que estoy considerando en el presente trabajo 

La definiciOn dice que si tengo 2 imigenes, digamos A y B. con A a-4-
conexa y B siendo b-4-conexa, encontramos el valor de a y b, y si CFb entonces las 
imagenes A y B son c-equivalentes 

El algoritmo que determina si dos im8genes son c-equivalentes es el 
siguiente· 

D I Leer las imigenes A y B 
D2 a o(- Numero de 8-componentes de D's de Ia imagen A 
03 h f- NUmero de 8-componentes de O's de Ia imagen B 
04 Si a=h 
05 entonces A y B son c-equivalentes 
06 sino A y B no son c-equivalentes 

Hasta aqui necesitamos detallar dos casas. primero como se !een las 
im8genes. y segundo, como encomrar el nUmero de 8-componentes de O's (hoyos) 

Las imigenes las representamos por medic de matrices, como se detalla en el 
Apendice A, usamos Ia c!ase lmagen20 para crear objetos que almacenan y 

manipulan im8genes bidimensionales. 

Las matrices son de ceros y unos, represeman con cada uno de sus 
elementos los pixeles de Ia imagen En Ia literatura las im.igenes se consideran que 
tienen un hoyo exterior de tamafto infinite. sin embargo para su representaciOn en 
una computadora, esto no es posible 
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La figura 5.2 muestra una imagen digital binaria 20 y su representaci6n par 
media de una matriz de ceros y unos. 

0000000 0 

L 
0 0 1 1 0 
0 1 0 0 0 
0 1 1 0 
0000100 
0000000 

a) b) 

Figura 5. 7 a) Una 1mag~:u digaal hmaria 2D y b) S/1 represemcu:i<'m por 
medio de 1111a matri= dt! cero.\· y 1111os 

El hoyo exterior se representa por a\ menos, el primero y el Ultimo rengiOn. 
de Ia matriz. lleno de ceros. asi como Ia primera y Ultima columna. En otras 
palabras. debemos asegurar que el foreground F(f). quede rodeado de ceres 

Ya que hemos \eido Ia imagen. ahara necesitamos contar el nUmero de hoyos 
que tiene Para realizar esto. proponemos dos algoritmos, el primero consiste en 
contar los hoyos mediante el an3lisis de bordes y el segundo transforma Ia imagen 
a una imagen equivalente reducida. El primero tienen Ia ventaja que Ia forma de Ia 
imagen no se altera y adem<i.s hace un solo recorrido de Ia imagen. El segundo 
tiene Ia ventaja que acerca Ia imagen a su forma est<indar 

5.3. 1 Conteo de hoyos mediante an31isis de hordes 

Este metoda se basa en encontrar los I 's de Ia imagen que est<i.n en el borde 
y. para cada uno de estes. ver cual es el hoyo al cual es adyacente. y de esta forma 
ir contando los hoyos. Cuando se encuentra un I. adyacente a un hoyo. se marcan 
todos los l"s adyacentes a ese hoyo usando un algoritmo de seguimiento de edge. 
se cuenta el hoyo y se siguen buscando 1 's no marcados adyacentes a algUn hoyo. 

Para encontrar los hoyos. buscamos dentro de los limites de Ia imagen las 
parejas de pixeles que tienen Ia forma 10 y 0\ tanto de manera vertical como 
horizontal. Al encontrar una pareja de este tipo, probamos si ya hemos "marcado" 
el hoyo adyacente al I, si ya fue marcado se ignora, si no ha sido marcado, se 
aplica un algoritmo de seguimiento de edge y vamos marcando todos los I 's 
adyacente a[ hoyo encontrado La figura 5.8 muestra una imagen digital binaria 
20 , en ella hay una pareja l 0 horizontal candid at a a ser adyacente a un hoyo. 
tambiCn se puede ver Ia marca que se pone despuCs de seguir el edge. 
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a) b) 

Fig 11rtl j.8 a) Imagen digllal hinaria :!D. eJ pwuo a es adyacenle a 1111 hoyo 
que se puede conlar. h) La mi~ma lmage11 di!.\puis de co/liar el hoyo adyacente a/ 
pi:rl!l a, I!Ste queda man:ado como se pnede obsermr. cuando se t!IIC/11:'1/f/'a Ia 
pareja cd, ya nose etten/a el hoyo porqne d ya esla marcado. 

Cuando se encuentra Ia pareja cd, e! algoritmo de seguimiento de edge ya no 
se aplica porque d ya esta marcado Este a!goritmo tiene Ia ventaja que Ia imagen 
se recorre una sola vez. 

A continuaciOn se muestra el algoritmo que cuenta los hoyos de una imagen 
k-d-conexa con este metodo 

01 Num lwyos ~ 0 
02 Enco~trar los !imites de Ia imagen (:r /, yl, :r/, y2) 
03 para i ""x I hast a :rl //recorre filas 
04 paraj=y/ hastay2 //recorre columnas 
05 si (hay una pareja 0 I, 10 horizontal o vertical y ademas 

no ha sido marcado el l correspondiente) 
06 entonces seguir el edge correspondiente a esta pareja y 

marcar los l ' s correspondientes 
07 Nnm_ hoyos++ 

En el apendice 8 se encuentra de manera detallada el algoritmo de 
seguimiento de edge 

5.3.2 Conteo de hoyos par imagen reducida 

Este algoritmo b<i.sicamente reduce todos los hoyos interiores hasta que 
quedan de tamafio I, y despues hace un rastreo por toda Ia imagen para encontrar 
el total de hoyos 

La desventaja de e~ dgoritmo es que Ia imagen se recorre varias veces. La 
ventaja es que nos acerca 1S a Ia forma est<indar de Ia imagen 
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El algoritmo queda de Ia siguieme manera 

0 I Num _hoyos +- 0 
02 Encontrar los limites de Ia imagen (xl , yl. xi, y2) 
03 Reducir todos los hoyos interiores al tamano 1 
0-1 para a=x i hasra x 1 II renglones 
OS para h=y / hastay: II columnas 
06 si el pixel (a.h)=O y adem3s es un cera aislado 
07 emonces Num _h(~)'os++ 

En el algoritmo se pregunta si es un cero aislado (es decir, esta rodeado de 
l "s) para evitar contar ceres que no son hoyos. por ejemplo en Ia fig . 5.9 a es un 
hoyo y es aislado, sin embargo h noes cera aislado y no debe contarse como hoyo. 

El algoritmo que reduce los hoyos interiores a tamano l , es el siguiente 

0 I Comple!o +- FALSE 
02 Al}.:ww +-TRUE 
03 Encontrar los limires de Ia imagen (xi. yl. xl. y2) 
04 Mientras (l('omplero AND Algu110) 
05 Complt!lu +- TRUE 
06 Algm1o +- FALSO 
07 Para a=x/ hastaxl 
08 Para h=yl hastay2 
09 Si el pixel (a.b) = 0 
10 entonces si es simple el pixel (a,h) 
I I Borrarlo (ponerlo a 0) 
12 Alguno +-TRUE 
13 Completo +-FALSE 
14 Num hoyos +- 0 
I S Para ~FX I hast a x 2 
16 Para h=yi hasta y2 
17 Si el pixel (a.h) "'0 yes aislado 
18 entonces Num hoyos++ 

19 Num _hoyos++ II Cuenta el hoyo exterior 

Ya que se encontr6 el nUmero de hoyos por cualquiera de los 2 mCtodos, se 
puede determinar si dos im<l.genes son c-equivalentes o no. 
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' a 

Figura 5. 9 En es1a1magen a es 1111 c.:ero aisladv mientras que b nolo es. 
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Capitulo 6 

Transformaci6n 
binarias 

de imagenes digitales 

6.1 Transformaci6n de dos imagenes digitales en 20 

En esta secciOn describiremos cOmo transformar de manera continua una 
imagen digital binaria 20 en otra que sea topolOgicamente equivalente 

Ya mostramos en el capitulo 5 que cualquier imagen k-4-conexa es c­
equivalente a una imagen en su forma est3ndar 

A continuaci6n mostramos un algoritmo que transforma de manera cominua 
cualquier imagen k-4-conexa a su forma est<indar. sin perder las propiedades 
topo16gicas de Ia imagen original 

0 I Leer Ia imagen 
02 Transformar Ia imagen a otra rectangular c-equivalente 
03 Reducir los hoyos a tamano I 
04 Mover los hoyos a los lugares correct as segUn Ia definiciOn 

de imagen est<indar 

Transformar Ia imagen/, en rectangular. signitica poner sucesivamente en I 
10dos los pixeles en £1. (£1 = : x I xeHfJ. H,n/~0. V_rJ 'I!0 J). Sin alterar las 
propiedades topoiOgicas de Ia imagen. 

El problema de canservar las propiedades tapa\Ogicas de Ia imagen I. se 
resuelve si tenemos cuidada de transformar solamente puntas que sean simples en 
I 

Para calcular !:./. primero calculamos Hn (el haya exterior de Ia imagen), 
despues sOlo quitamos de Hr; todos los puntas que quedan fuera de los limites de 
F(f) y obtenemos £1 

33 



Aphe<IC16n de Ia Topologi;, Dtgual a ];1 Tmnsformac16n Conunua de: l m<~gencs en 2D ~- .>D 

Ho se puede calcular en dos etapas, primero buscamos los puntas "triviales·· 
que est3n en Ho y despues todos los puntas adyacentes a los encontrados. 

Un pu111o trll'lal x que esta en Ho. e<> aquel en el cual, Ia linea H., o l", no se 
intersecta en ninglln punta con fl/}. o bien, sOlo se intersecta en uno de los 
extremos de alguna linea tomando como referencia el punta x. 

La figura 6.1 muestra un ejemplo de una imagen y marca los puntas triviales 
(t) y no triviales (n) que hay en ella 

I I I I I 

Figum 6. I /::n esta imagen. I. los pixeles marcados con 1 son triviales y los 
marcados conn son 110 frh ,iales. 

El algoritmo que encuentra H 11, a partir de una imagen /, es el siguiente: 

0 I Leer Ia imagen I 
02 lniciar Ia matriz H. que representa el "10yo exterior, en l 's 
03 para todos los puntas blancos de Ia i . ~agen I 
04 si el punta es trivial 
OS entonces poner en H el punta correspondiente a 0 
06 mientras (encuentra O's adyacentes a los actuales) 
07 para cada punta blanco en H 
08 poner a 0 en H, los pixeles blancos adyacentes 

al 0 correspondiente en I 

La matriz que representa el hoyo exterior (H). tiene las mismas dimensiones 
que Ia matriz que representa a I. H tendra tinalmente O's en todos los pixeles que 
pertenecen al hoyo exterior de I y I ' s en los demas pixeles. La matriz £, que se 
utiliza en el siguiente algoritmo tiene las mismas dimensiones que Ia matriz que 
represent a a /, con ceros en los pixeles que pertenecen a £1 y 1 's en los demas 
pixeles 
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Para encontrar E1, tenemos el siguiente algoritmo 

01 Leer Ia imagen I 
02 Calcular H 
03 Calcular los limites de Ia imagen (x1,y1,x2,y.?) 
04 £+- H 
05 Poner a I todos los pixeles (ij), i<x1 o i>x2 

06 Poner a I todos los pixeles (i,j},j<y 1 o J>y2 

En el paso 5 . .i recorre. para cada valor de i, toda Ia columna en i, de Ia 
matriz £. Lo mismo para el paso 6, i recorre todo el rengiOn para cada valor de). 

Los limites inferiores/superiores son cuatro enteros que definimos como Ia 
minima/maxima coordenada en x e y, de todos los pixeles en F(f) 

En Ia figura 6.2, se mu_estra como ejemplo una imagen/, y ademcis H y E 

I 
i I I I -

-------C L . I 

'---

,, 
Figura 6. Z a) La imagen I b) Los pixele;; blanco;;, forman el hoyo exterior 

de I (Ha) c) Los pix1!1es h/ancos. forman el conjtmto £1 de Ia imagen/ 
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El algoritmo para transformar una imagen I en rectangular es el siguiente 

0 I Leer Ia imagen 
02 Calcular /~·, 

03 mientras L'1 tiene O's 
04 para cada 0 en £1 

05 si el 0 es simple en I 
06 entonces poner a I el pixel correspondiente 

en/yen £, 

Si los ceros en E (paso 04) se recorren de izquierda a derecha y de arriba 
bacia abajo, el algoritmo genera Ia imagen rectangular de una manera un tanto 
tosca. Suponga que tenemos una imagen como en Ia figura 6.3 a) . Al hacer el 
recorrido del primer rengl6n obtenemos Ia imagen de Ia figura 6.3 b), a! recorrer el 
segundo rengl6n obtenemos Ia ·imagen de Ia fig. 6.3 c) y asi sucesivamente. 

CIITCTTt; 

I 

. 

,,, b)!' 

• 
. 
. 

.,_ 
. 

c) I" 

Figura 6.3 a) Una imagen I h) La imagen I·. ohtenida de I a/ recorrer el 
primer renglim c) Imagen/' ·. ohfenida de I', a/ recorrer el segundo reng!On 

Una mejor forma de generar Ia imagen rectangular, se logra si recorremos 
pixeles deE que estim en el borde exterior de Ia imagen. De esta manera el rel\eno 
en I de los puntos que est<in en £sera mas suave como se muestra en Ia fig. 6.4 a), 
b) y c). Esto parece ser una forma mas natural y elegante de generar Ia imagen 
rectangular 
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8 ~~=~ 8 
~ 

a) I b) I' 

c) I" 

Figura 6.4 a) Una imagen! b) La imagen!', obtenida a/ recorrer una vez 
el borde exterior de I c) Imagen /' ·, obtenida at recorrer nuevamente el borde 
pero ahara dl! I ' 

La reducciOn de hoyos interiores a tamaiio 1, ya se ha explicado en Ia 
secciOn 5 3.2 · 

Por Ultimo, necesitamos mover los hoyos a su posiciOn correspondiente 
segUn Ia definiciOn de imagen est.indar. 

La proposiciOn 5 del capitulo anterior define una imagen estimdar como 
aquella que tiene limites (c,,c1,d,,d1) donde c_>-C/~2k+ l y drd,~2k+1 y los hoyos 
interiores tienen coordenadas (cJ+ Ld1+1), (cl+3,d1+3) ... (c1+2k-3,d1+2k-3). 

Antes de mover los hoyos a su posiciOn correspondiente, debemos ajustar 
los limites (si es posible) para que cumplan Ia condiciOn anterior. La fig. 6.5 
muestra este ajuste para una imagen I en Ia cual se agregan 1 's en los renglones 
para tener los limites correctos. En este caso tambien se borran I 's en el !ado 
derecho para tener los limites lo mis cercano a los finales 
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I 
~ i _u 

I 

--=-
b) I' 

c)r 
Figurll 6. j a) Una imagen/, 5-.J-conexa b) La imagen!' rectangular (k=5) 

de I c) Una imagen/", c-equil'(l/eme a I. COli los parcimetros (c1,c1,d1,dJ) mits 
cerca11os a los correctos. Tambii!n se obsen'O Ia manera de numerar los hoyos 
para moverlo.'i. 

Ya que hemos ajustado (c1,c1,d1,d1) , numeramos los hoyos como se puede 
ver en Ia fig. 6.5 b), en un arden que vade izquierda a derecha y de arriba hacia 
abajo. Esta etiqueta o nUmero determina el Iugar donde quedara finalmente el 
hoyo. Es decir, si un hoyo tiene Ia etiqueta i, entonces le corresponden las 
coordenadas (c1+2i-l , d1+2i-l ) ( IS"i.sk-1). 

Los lugares finales que corresponden a cada hoyo se muestra en Ia fig. 6.6 

El algoritmo empieza par acomodar el hoyo k-1 y termina con el hoyo I . 
Primeramente mueve el hoyo tratando de ubicarlo sabre el eje x en Ia posiciOn 
correcta y despues sabre el eje y. Antes de hacer un movimiento prueba que el 
punta donde lo dejanl sea simple y de esta manera conserva Ia topologia de Ia 
imagen 
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r ' 

,_, 
___ J 

Figurtt 6.6 £ /Iugar de cada hoyo en una imagen estimdar k-4-conexa. 

Por Ultimo. si es necesario. se ajustan los limites de Ia imagen para tener Ia 4-
tupla (c,,cJ,d,.th) segUn se define para una imagen est<i.ndar 

Mover un hoyo de manera horizontal hacia Ia derecha, significa, primero 
aumentar el tamaii.o del hoyo en un pixel bacia Ia derecha y despw!s eliminar el 
pixel original para tener nuevamente el hoyo de tamai\o uno. Antes de aumentar el 
hoyo a tamaii.o dos. debemos asegurarnos que el pixel blanco que aumentamos sea 
simple para no aherar Ia topologia de Ia imagen. Aqui surge una cuesti6n. sera 
posible siempre agregar un pixel blanco que sea simple?, Ia respuesta no parece ser 
sencilla. sin embargo. hemos tratado de construir configuraciones en las cuales se 
tienen hoyos que no pueden moverse. estas configuraciones tienen Ia caracteristic:a 
que el tamaii.o de Ia imagen es menor que el definido para imagen estindar. Es 
decir. hemos visto que si una configuraci6n tiene hoyos que no pueden moverse, 
basta agregar una fila o columna de I 's para lograr mover un hoyo; generalmente 
el movimiento de un hoyo permite que los otros tambi6n se muevan. Te6ricamente 
Ia imagen puede crecer tanto como para permitir el movimiento libre de hoyos, tal 
vez pr<i.cticamente esto implique una limitaci6n en cuanto a\ tamaiio de las 
im3.genes. 

Hasta aqui. ya hemos mostrado Ia forma de transformar cualquier imagen k-
4-conexa a su forma est<i.ndar. Si aplicamos los pasos de manera inversa, 
podriamo"s transformar una imagen en Ia forma est<i.ndar k-4-conexa a otra imagen 
k-4-conexa que tenga cualquier forma. Esto lo podemos ver en Ia fig. 6.7 

Por lo anterior podemos decir que es posible hacer Ia transformaci6n de Ia 
imagen I en I" de manera continua y sin perder las propiedades topol6gicas de I en 
ningUn paso del proceso 
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Ahora. lo interesante seria ir J e I a/' de una forma mas directa. es decir. 
evitando hast a donde sea posible pasar por Ia imagen S (de acuerdo a Ia fig. 6. 7) 

Para lograr esto utilizamos un algoritmo que nos permita tomar una imagen I 
y que la transforme en otra I' de Ia siguiente manera Que borre de Ia imagen / los 
puntos que no deben de estar en I' y que agregue a /los puntos que si deben de 
estar en I' 

~ 

~ 

~.~ 

a) I b) s 

• c) I' 

Figum 6. 7 a) La imagen I se transjorma en S h) La imagen estilndar de I 
c) / ' puede ohtenerse a partir de S 

Tomemos como ejemplo. para ilustrar lo anterior, una linea vertical -figura 
6.8 a)- Ia cual queremos convertir en una linea horizontal-figura 6.8 b)-. Tomemos 
Ia imagen I -figura 6.8 a)- y de manera imaginaria sobreponemos Ia imagen /' -
figura 6.8 b).. tendremos lo que ese ve en Ia figura 6.8 c). 

Ahora hacemos lo siguiente, calculamos el borde interior de /, y de este 
conjunto de pixeles. borramos los que no est<in en /' y que adem<is son simples. En 
Ia figura 6.8 c) estos son Po y p, Haciendo lo anterior obtenemos Ia imagen de Ia 
figura 6.8 d) (/1 ) . 
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Tambien de I. tomemos el borde exterior y agregamos a /los pixeles que si 
deben estar en I ' y ademas que sean simples. Esto da como resultado Ia imagen /1 

de Ia figura 6.8 e). 

Repitiendo lo anterior con Ia Ultima imagen obtenida se generan las imiitgenes 
/;. 14, h lo e 1- como seve en las figuras 6.8 t), g), h), i) y j) respectivamente La 
imagen/- es precisamente Ia imagen/' 

§ · · ~ 
I I I I 

P, 

§ [b 
,,, b) I c) l ei 

8J 8:JJ ITIJ ITIIJ I I I I I I 
f) 13 g) r~ h) 15 •l 16 Jl 17 

Figura 6.8 a) La imagen/ se quiere rramformar en b) Ia imagen I' c) La 
superposici<Jn de I e /' d):J) imizgenes infermedias entre l e f' 

Como estamos agregando y borrando solamente puntas simples, Ia topologia 
de las imiitgenes intermedias no cambia. 

Lo anterior funciona bien cuando se aptica a imiitgenes 4-simples, es decir, 
imligenes que no tienen hoyos. Cuando existen hoyos en las imligenes el algoritmo 
anterior debe ser modificado para hacer Ia transformaci6n. 

El atgoritmo que transforma una imagen, A, en otra, B, es el siguiente: 

0 1 Mientras A diferente deB 
02 Calcular el borde interior y exterior de Ia imagen A 
03 para cada pixel en el borde interior 
04 si se puede eliminar el pixel 
05 entonces borrar el pixel de A 
06 para cada pixel en el borde exterior 
07 si se puede agregar el pixel 
08 entonces pintar el pixel en A 
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Aqui. Ia condici6n "'se puede eliminar" es verdadera cuando el pixel es simple 
y no pertenece a Ia imagen H. De Ia misma forma Ia condici6n ''se puede agregar"' 
eS cierta cuando el pixel es simple y pertenece a Ia imagen B 

6.2 Transformaci6n de dos imagenes digitales en 3D 

Ahara describimos como hacer Ia transformaci6n de una imagen digital 
binaria 3D en otra con las mismas caracteristicas topol6gicas. 

Desafortunadamente en 3 dimensiones no existe alguna analogia de imagen 
estindar como se ha hecho en 2 dimensiones. Esto nos lleva a trabajar Unicamente 
con imigenes digitales binarias 3D con una sola componente negra y una 6· 
componente blanca. A este tipo de imagen Ia llamaremos 26·simple. 

Las imigenes con las que trabajamos tienen una relaci6n de adyacencia 
(26,6), debido a que utilizamos las definiciones que da Kong para imigenes 
digitales binarias 3D. Adem<i.s, Ia caracterizaci6n de puntas simples que hemos 
hecho, en base al conjunto l·pegamento de un voxel, define de manera natural esta 
relaci6n 

La idea para realizar Ia transformaci6n es Ia misma que para imigenes 20, es 
decir, buscamos en el borde exterior de Ia imagen original los puntas que si deben 
estar y los agregamos (siempre y cuando sean simples), y en el borde interior 
buscamos los puntas que no deben estar y, si son simples, los borrarnos. AsL hasta 
llegar a Ia imagen deseada 

El algoritmo que transforma una imagen A, en otra imagen B, es el siguiente: 

0 I Leer Ia imagen A y B 
02 mientras A diferente deB 
03 Calcular el borde interior y exterior de A 
04 para cada punta en el borde interior 
OS si se puede eliminar este punta 
06 entonces borrarlo de A 
07 para cada punta en el borde exterior 
08 si se puede agregar este punto 
09 entonces agregarlo en A 

Las condiciones "se puede eliminar" y "se puede agregar" tienen el mismo 
significado que en el algoritmo que transforma dos imigenes digitales binarias 20 
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En este algoritmo el problema principal es calcular el borde interior y el 
borde exterior de Ia imagen 

El borde interior lo definimos como el conjunto de voxeles con valor I de 
una imagen L los cuales son 6-adyacentes a algUn voxel blanco. El borde exterior 
lo definimos como el conjunto de voxeles blancos de Ia imagen I. los cuales son 6-
adyacentes a algUn voxel negro 

Esta definiciOn de borde interior y exterior nos facilita el algoritmo que 
determina ambos hordes dada cualquier imagen 26-simple 

El conjunto de voxeles en ambos hordes es 26-conexo 

El algoritmo que encuentra los hordes segUn Ia definiciOn anterior es el 
siguiente: 

0 I Leer Ia imagen I 
02 lniciar Ia imagen del borde interior (hint) y exterior (bext) en ceros 
03 para cada voxel con valor 1 en Ia imagen I 
04 si el voxeltiene algUn 6-vecino blanco 
OS entonces poner a I en him el voxel corre.spondiente 

al voxel analizado 
06 poner a 1 en hex1 el(los) 6-vecino(s) 

correspondiente(s) 

Las matrices que representan Ia imagen del borde exterior e interior, hint y 
bexl, tienen las mismas dimensiones de I. y en ambos casas se representan con I 's 
los puntas que penenecen al conjunto que forma el borde correspondiente 

6.3 La imagen rectangular en 30 

En Ia secciOn 5.2 se presentO Ia definiciOn de una imagen rectangular 30 , 
como aquella en Ia cual no existen puntas blancos con coordenadas dentro de los 
limites de Ia imagen que sean simples. A continuaci6n se presenta un algoritmo que 
lee una imagen 26-simple y Ia conviene en rectangular 

01 Leer Ia imagen I 
02 Calcular los limites de Ia imagen 
03 mientras haya puntas blancos dentro de los limites de Ia imagen I 
04 para cada punta blanco 
05 si el punta es simple 
06 entonces poner a 1 el punta en Ia imagen I 
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La siguiente figura muestra un ejemplo de una imagen I y su imagen 
rectangular correspondiente I· 

a) b) 
Figura 6. 9 a) Imagen Hi-simple I h) La imagen rectangular de I 

Nuevameme aqui el arden de rastreo de los elementos en Ia imagen 
determi na Ia "forma" en que se va generando Ia imagen rectangular. Si queremos 
que Ia imagen se genere de manera "suave" busquemos entonces puntas que se 
encuentran en el borde exterior y los que sean simples, se van transformando en 
l 's 
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Capitulo 7 

Conclusiones 

Hemos estudiado los algoritmos para transformar im.igenes 20 y 30 de 
manera continua. sin perder las propiedades de las im<igenes intermedias generadas 
durante Ia transformaciOn. 

En el Capitulo 2. establecimos los conceptos b<isicos para el estudio de Ia 
topologia digital, destacando entre o1ros las definiciones de imagen digital y 
vecinos, asi como el concepto de relaciOn de adyacencia en im.igenes digitales. 
Tambien se explica Ia raz6n por Ia cual se utiliza una relaci6n de adyacencia 
difereme en los puntas negros y en los puntas blancos 

En el Capitulo 3, hicimos Ia caracterizaci6n de puntas simples tanto en 
imcigenes 20 como en 30. Se presemaron las definiciones tradicionales y, al final, 
Ia caracterizaci6n que hace Kong par media del conjunto 1-pegamento de un 
elemento de imagen. que generaliza Ia definiciOn de puntas simples en n­
dimensiones y adem<i.s muestra que las definiciones anteriores son casas especiales 
de Ia suya. 

En el Capitulo 4 describimos los algoritmos para detectar puntas simples en 
20 y 30 Entre los algoritmos mostrados, est<i.n los que hacen usa de conteo de 
componentes, tabla de bUsqueda y gr<i.ficas. Para 20 el algoritmo mas simple de 
implementar fue el de tabla de bUsqueda, pues ocupa sOlo 32 bytes de memoria. 
utilizando una matriz de bits, y para saber si un pixel es simple o no, s61o requiere 
formar el indice de acuerdo con Ia configuraciOn de vecinos del pixel y un acceso a 
memoria. Para im<i.genes 30, el algoritmo mas adecuado es el que usa una grafica 
para representar el conjunto 1-pegado del voxel 

El objetivo principal del Capitulo 5 fue mostrar cOmo se define Ia 
equivalencia topolOgica entre im<i.genes digitales. Como conclusiOn, y tomando 
s6lo en cuenta las imagenes con las cuales trabajamos, podemos decir que dos 
im<igenes k-4-cone"xas son c-equivalentes si tienen el mismo nUmero de hoyos. En 
30 dos im;igenes son c-equivalentes si tienen una sola componente negra y el 
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mismo nllmero de hoyos y tllneles. En 3D es necesario diferenciar entre hoyos y 
tllneles. Los hoyos son !as 6·componentes blancas como Ia que se forma en el 
interior de un balOn hueco, y se llama cavidad Los tllneles son aquellos que se 
forman en una dona, y no son en si mismos una sola componente, de ahi Ia 
dificultad para su estudio 

Los algoritmos para trasformar dos imil.genes 20 y 30 se presentaron en el 
Capitulo 6. Estos algoritmos trasforman imil.genes con una relaciOn de adyacencia 
(4,8), si las imil.genes son k·4-conexas usamos el algoritmo que toma una imagen 
estil.ndar intermedia como se mostrO en el Capitulo 4. Cuando las imil.genes son 4· 
simples Ia transformaciOn se hace con el algoritmo que usa los bordes interior y 
exterior para realizar una transformaciOn mils suave 

En 30 sOlo transformamos imil.genes (26,6) que tienen una sola componente 
negra y una blanca, sin tllneles. Sin embargo, se muestra cOmo podria definirse el 
concepto de imagen estindar 3D como se hizo en 20, y de esta manera 
transfonnar imigenes con una componente negra, c cavidades y t tU.neles Esto 
Ultimo queda como un problema abieno para los interesados en el irea. 
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Apendice A 

Representaci6n de imagenes con matrices de 
bits 

El usa de matrices de bits, para representar im<i.genes digitales binarias (de 
O's y l 's), es Ia forma mas adecuada ya que nos permite el ahorro de espacio para 
almacenar y procesar Ia imagen. 

En este tipo de matrices, cada elemento ocupa un bit, y su posiciOn en el 
arreglo queda dererminado par sus coordenadas en Ia matriz. Par ejemplo, una 
matriz bidimensional M(3x2) podria representarse con un byte, cuyos bits 
representarian cada uno de los elementos de Ia matriz como se muCstra en Ia figura 
A. I 

y , y , y , 
------- X1 ------- -------X] ------- ------·XJ -------

Figura A. I Elementos de una malri: de (3x2) 

En Ia figura A. I, las x, ( I :5i:53 ), representan los renglones y las yk ( 1 sk'52 ), 
las columnas. 

La misma idea se aplica cuando las matrices son tridimensionales Par 
ejemplo, una matriz N(3x2x3) se representa por un arreglo de 3 bytes como [o 
muestra Ia figura A2 

-~- -~- -~ - -»- -~- -»­
l~l~l~l~l~l~l~ l ~l~l~ l ~ l ~l~l~l~l~l~l~l-1-1-1-1-1-1 

---------X~ --------- ---------X! --------- ---------X_J-------
Figurtt A.2 Elemenlosde una matri: (3x2x3) 

La configuraciOn anterior sOlo es un ejemplo, en realidad se puede utilizar 
cualquier configuraciOn. Lo que se debe garantizar forzosameme, es que a cada 
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elemento le corresponda una posiciOn Unica dentro del arreglo y que esta quede 
determinada par sus coordenadas (x.y) o (x,y,z) segUn sea el caso 

La representaciOn de im<igenes digitales binarias. 20 y 30, Ia hacemos por 
media de Ia clase Matri:3D (implantada en C++), las cual es una modificaciOn del 
tipo de dato ms, definido par el Dr. FeliU D_ Sagols para su trabajo de doctorado 
(8) 

En eltipo de dato ms, las matrices que se manejan son 30. Oebido a que en 
el presente trabajo usamos tambien matrices 20, entonces hubo Ia necesidad de 
modificar eltipo de dato ms para almacenar matrices tanto 20 como 30 . Ademas, 
se modifieD Ia funci6n que dibuja Ia matriz, porque en 3D se dibuja Ia profundidad 
(eje z), sin embargo en 20 sOlo se dibuja en el plano 

La clase se define como sigue· 

en urn tipo de imagen [ o.Z , 03) ; I I La imagen puede ser 20 6 30 
class Matri z3o 
{ 

cha r *arr:eglo ; 
int t_e; 
int maxx , maxy, 
int tipo ; 

public : 

I I Los datos 
I I Numero de bytes que ocupa 
I I Taman~o maximo en x , y, z 
I I Tipo de imagen 20 o 30 

I I Const ructor:es. Si se dan las tees coord@:nadas es 30 si no z=O y 
es 20 
Matri z3D(int maxx , i nt maxy, int maxz=OJ ; 
Matriz30(1; 
I I Des tructor 
-Matriz3D( 1; 
I I Imp r ime l as coordenadas de l os unos 
void Imp rime ( l ; 
II Asigna 'valor ' al elemento [x,y,z) 
void asg ms[int i, i nt j , int k, int valorJ; 
II Recupera el valor del elemento {x,y,z) ; 
int elto ms(int i, int j , int k l ; 
II Agrega Unos desde (xl , yl,zll hasta (x2 ,y2 ,z2l 
void s uma_ms (int xl , int yl, int zl, int x2, int y2=-l, int z2z-1J; 
II Quita unos desde (xl, y l,zll ha sta tx2,y2,z2) 
void resta_ms( i nt xl, i nt yl,int zl, int x2 , int y2 =-l, int z2•-l); 
II Barra l os unos que caen fuera de (xl,yl,zl)-(x2,y2,z2J 
void mult ms( int xl ,int yl,int zl,int x2 , int y2=- l, i n t z2=-1J; 
I I Invier:t"e la imagen 
void inv ms ( ) ; 
II Gr aba Ta matri z e n disco en formato ·extenso ' 
void GrabaMat r iz (char *a.rchivo ) ; 
II Dib uja la mat.riz en el monitor en modo gd.fico 
void dibuj a ms () ; 
II Lee los datOs de la matriz desde disco 
int lee_bool_desc(char •archivo); 
private: 
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1• f"unciones para lectura · 1 
char lee t o ken(f"ILE •f. int • linea ) ; 
I ' -

A continuaciOn explicaremos las caracteristicas mas importantes de esta 
clase. En su definiciOn podemos ver que se utiliza un apuntador que mantendril Ia 
direcciOn de los datos de Ia matriz_ Tambien hay variables que mantienen el tamailo 
de Ia matriz en bytes, y las dimensiones de Ia matriz en x, y, z. 

Las principales funciones de esta clase se definen a continuaciOn: 

II Const ructor es 
II Si se dan las tres c oo rdenada s es 30 si no z=O y e s 20 
Matriz3D(int maxx, int max y, int maxz=O); 
Mat ri z3D() ; 

Los construct ores permiten definir un objeto de esta clase. El primero recibe 
como parametres las dimensiones de Ia matriz en x, y, z. Si Ia dimensiOn en z no es 
dada, toma el argument a par defecto es cera, lo cual permitini en Ia programaciOn 
saber si se esta definiendo una matriz 2D o 3D. Ahara bien, si queremos leer una 
matriz desde disco, primero Ia creamos con el constructor sin parametres y 
posteriormente llamamos a Ia funciOn l ee_bool_desc ( ... ) para que realice Ia 
lectura. 

I I Imprime l as coordenadas de los unos 
void Imp rime (); 

lmprime en el monitor, las coordenadas de todos los elementos con valor I 

II Agrega unos desde (xl,yl , zll hasta (x2 ,y2 , z2) 
void s uma ms (int xl, int yl , int zl, int x 2 , int y2"'-l , int 

z2=- l)_ ; -

Esta funciOn agrega unos a Ia matriz en Ia secciOn definida por las 
coordenadas correspondientes, aqui si Ia imagen es 20, sOlo se proporcionan 4 
coordenadas y las 2 Ultimas taman valores par defecto que permite en Ia 
programaciOn saber que se trata de una matriz 2D 

II Quita unos desde lxl,yl,zl l hasta (X2,y2,z2) 
void resta ms lin t xl, int yl, int z l, i n t x2 , int y2=- l , int 

z2:-1J ; -

Esta funci6n escribe ceros en Ia matriz en una secci6n definida par las 
coordenadas correspondientes, aqui si Ia imagen es 20, solo se proporcionan 4 
coordenadas y las 2 Ultimas taman valores par defecto que permite en Ia 
programaciOn saber que se trata de una matriz 2D 
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II Borra los unos que caen fuera de (x l, yl , z l l - (x2,y2,z2l 
void mu l t ms (int x l , int yl , int zl, int x2, int y2=- l , int 

z2=-l l ; -

Esta func iOn hace una intersecciOn de Ia matriz con otra matriz que tiene 
unos en Ia secciOn limitada par las coordenadas dadas y ceros en otro Iugar 

II Invierte la imagen 
void inv ms ( l ; 

Esta funciOn Cambia los ceros por unos y los unos par ceros de Ia matriz 

II Graba l a matriz en disco en formato · ' extenso ' 
void GrabaMatriz(char *archive) ; 

Esta funciOn graba Ia matriz en el formato definido para Ia clase Imagen . Es 
decir, graba cada uno de los elementos como texto, ademas de infonnaciOn como 
el nombre de Ia matriz y su tamai'i.o 

I I Lee los datos de la matr iz des de disco 
in t lee bool desc (char •archivo ) ; 

Esta funciOn -hace Ia leciUra desde disco de una matriz La matriz ya debe 
haber sido creada sin par<imeuos. En el disco. Ia matriz debe estar definida de 
acuerdo al formato definido para el tipo de dato ms. 

La posiciOn de un elemento en particular se calcula de Ia siguiente manera: 

offset "" i * maxz * maxy + j * maxz + k; 
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Apendice B 

Calculo del borde exterior e interior de una 

imagen 

Sea I una imagen digital binaria 20, y F(f) el conjunto de I 's de I. 

El edge de F(f) es el conjunto de pares de pixeles [Xt·J'd con Xt en F( f) y Y•­

en F(l) y ademas x( 4-adyacente a _n-

Un primer par [x!!J'o] siempre se puede encontrar con una bUsqueda 

sistematica. Par definiciOn. x() es un I y y0 es un 0 en I. Tomemos una pareja 

cualquiera [x~J'~J y asumamos. sin perder generalidad, que este par tiene Ia 

configuraciOn como se muestra en Ia figura B. l. 

Figura B. 1 Una config uradcin para fx~.J'n} 

El metoda de seguir el edge llamado par Rosenfeld [6] "manteniendo Ia 

mana izquierda en Ia pared", selecciona el siguiente par (xn•IJ'n· d de acuerdo a Ia 

tabla B. l 

x. 

y. 
Tabla B. I SelecciOn del siguieme par en el ctilculo del edge 
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Si de cada pareja tomamos los pix.eles x, formaremos el borde imerior de Ia 
imagen (81). El conjunto de los pix.eles y, forman el borde exterior (BE). 

Cabe sei'ialar que el borde interior y el exterior son &-conexos. 

Cuando es1amos interesados en encontrar ambos hordes, se aplica Ia tabla 
B. I igual que para calcular el edge. Ia Unica diferencia es que en Iugar de guardar 
parejas. cada uno de los pixeles se almacena en un Iugar diferente 

Sea 81, el borde interior de F(f), como ya mencionamos, este es 8-conex.o 
Si queremos que Rl sea 4-conexo, basta con tamar como caso especial Ia 
configuraciOn de [Xn,)'n} que se presenta en Ia figura 8 .2. Es decir, cuando el pixel 
a= I y b: J 

Figurll B. 2 Coi!fi;.:uraci6n e~pecial de fx,~y,J cuando se quiere fl!lll!t 81 ./-

Si tomamos los valores indicados par Ia tabla B. I, el nuevo Xn seria b. es 
decir 81 tendril los puntas como se muestra en Ia figura 8 .3 a), los cuales no son 
4-conexos. 

a) b) 
Figura R.J a) Pixeles que se agregan con/a COI!figuraciOn de la jigura 8 .1 

h) Nuevo.\· pixeles agregados a/ horde imerior con el algorirmo modijicado, para 
manfener Ia --1-conexidad 
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Si tenemos Ia configuraci6n de Ia figura 8 .2, sabemos que «-"' I. entonces. si 
agregamos el pixel a al conjunto HI. antes de agregar a h como lo indica Ia tabla. 
mantenemos a 81 4-conexo 

Si BE representa el conjunto de pixeles que forman el borde exterior y 
queremos hacerlo 4-conexo. basta analizar Ia contiguraci6n especial mostrada en Ia 
figura B.4 

Figura /J.4 Cm!fi}!.II/"GC/(i/1 e.vJec:ia/ de fx~.y,,j cuw1do se q111ere fener B£ .J-

En este caso. antes de agregar el pixel a al conjunto HI·.". agregamos el pixel 
h=O y con esto mantenemos a HJ:· 4-conexo 
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