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Resumen

Una imagen digital es la representacion de un objeto, en el plano o el
3-espacio, por medio de un conjunto de pixeles o voxeles Estas imagenes son
utilizadas en las areas de procesamiento de imagen y graficas por computadora La
Topologia Digital estudia las propiedades de una imagen digital que corresponden
a las propiedades topologicas del objeto original. Este estudio proporciona una
base teorica para realizar operaciones de procesamiento de imagen tales como
adelgazamiento, seguimiento de borde. relleno de contornos y conteo y etiquetado
de objetos. Un punto simple, en una imagen digital, es un pixel o voxel que al ser
borrado o agregado no altera las propiedades topologicas de la imagen

En el presente trabajo desarrollamos algoritmos que nos permiten
transformar una imagen 2D en otra con las mismas propiedades topologicas.
Tambien se estudian las transfor: para i tridi ionales (3D).
mediante la generalizacion de algunos conceptos utilizados en imagenes 2D v se
presenta un algoritmo para transformar una imagen, con una sola componente de
voxeles negros y una 6-componente de voxeles blancos, en otra imagen con las
mismas caracteristicas. Se hace también un analisis de las propiedades topologicas
en imagenes 3D y se muestra como probar que es posible transformar imagenes
con hoyos y cavidades, a través de una imagen en su forma estandar

Palabras claves

Topologia digital, imagen digital. pixel, voxel. punto simple, procesamiento
de imagen, transformacion de imagenes
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Capitulo 1

Introduccion

Una imagen digital es la representacion de un objeto, en el plano o el
3-espacio, por medio de un conjunto de pixeles o voxeles. Estas imagenes son
utilizadas en las areas de procesamiento de imagen y graficas por computadora

La Topologia Digital estudia las propiedades de una imagen digital que
corresponden a las propiedades topologicas del objeto original. Este estudio
proporciona una base teorica para realizar operaciones de procesamiento de
imagen tales como: adelgazamiento, seguimiento de borde, relleno de contornos y
conteo y etiquetado de objetos.

Un punto simple, en una imagen digital. es un pixel o voxel que al ser
borrado o agregado no altera las propiedades topologicas de la imagen. Los
puntos simples son importantes porque en algunas operaciones de procesamiento
de imagen. se requiere que los algoritmos aplicados preserven la topologia de la
imagen

Mylopoulos 'y Pavlidis [1] mostraron que dadas dos imagenes
bidimensionales (2D) finitas, cuyo conjunto de pixeles negros es conexo y que
tienen el mismo numero de hoyos, es posible transformar una en otra al agregar o
borrar puntos simples sin alterar nunca sus propiedades topologicas.

En el presente trabajo desarrollamos algoritmos que nos permiten
transformar una imagen 2D en otra con las mismas propiedades topologicas
También se estudian las transformaci para ima tridi ionales (3D),
mediante la generalizacion de algunos conceptos utilizados en imagenes 2D y se
presenta un algoritmo para transformar una imagen, con una sola componente de
voxeles negros y una 6-componente de voxeles blancos, en otra imagen con las
mismas caracteristicas. Se hace también un analisi ie las propiedades topologicas
en imagenes 3D y se muestra como probar que  posible transformar imagenes
con hoyos y cavidades, a través de una imagen en .u forma estandar




Aplicacion de la Topologia Digital a la Ti on Continua de Imagenes en 2D v 3D

El trabajo se divide en cinco capitulos. En el Capitulo 1, se presentan los
fundamentos teoricos de Ia topologia digital, se define el concepto de imagen
digital, pixeles, voxeles, relaci de ad y p En el Capitulo 2
se hace un estudio completo de puntos simples en dos y tres dimensiones y se
caracterizan los puntos simples en base a componentes y a los conjuntos I-
pegamento. En el Capitulo 3 se muestran algunos algoritmos para la deteccion de
puntos simples en imagenes 2D y 3D, usando componentes (2D). tabla de
busqueda (2D y 3D) y graficas (3D). En el Capitulo 4 se establece la equivalencia
topologica en imagenes 2D y 3D y se muestra un algoritmo para determinar si dos
imagenes 2D son equivalentes. En el Capitulo 5 se muestran los algoritmos para
realizar la transformacion de imagenes digitales 2D con una sola componente de
pixeles negros y cualquier nimero de hoyos

Para imagenes 3D se muestra el algoritmo que transforma una imagen con
una componente negra y una 6-componente blanca, en otra de las mismas
caracteristicas. Finalmente en el Capitulo 6 se mencionan las conclusiones sobre el
presente trabajo.



Capitulo 2

Imagenes Digitales

2.1 Elementos de imagen

En el presente trabajo consideraremos un pixe/ como un cuadrado cerrado,
junto con su interior, en el plano Euclidiano, cuyos lados (aristas) son de longitud
1 y ademas son paralelos a los ejes coordenados. El centro de un pixel tiene
coordenadas enteras

Por otra parte, definimos un voxe/ como un cubo cerrado en el 3-espacio
Euclidiano cuyos lados (aristas) son de longitud igual a 1 y paralelos a los ejes
coordenados. El centro de un voxel tiene coordenadas enteras.

El término coordenadas de un pixel o voxel significa las coordenadas del
centro de un pixel o voxel

Los pixeles y voxeles son llamados elementos de imagen

2.2 Vecinos o elementos de imagen adyacentes.

Dos pixeles (voxeles) son 8-vecinos (26-vecinos) o simplemente vecinos, si
son diferentes y, cada coordenada de uno difiere de la correspondiente coordenada
del otro en a lo mas una unidad

Dos pixeles diferentes son 4-vecinos si son 8-vecinos y solamente una de las
coordenadas de uno difiere en una unidad de la correspondiente coordenada del
otro.

Dos voxeles diferentes son 18-vecinos si son 26-vecinos y a lo mas dos de
sus coordenadas correspondientes difieren en a lo mas una unidad
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Dos voxeles diferentes son 6-vecinos si son 18-vecinos y exactamente una de
sus coordenadas difiere en a lo mas una unidad

aibije | |
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Figura 1.1.a) Un voxel q y sus 6-vecinos. b) El pixel q y sus 8-vecinos
(abcdefgyh

Un vértice de un pixel p, es la interseccion de p con un pixel g 8-vecino de p,
que no es 4-vecino de p.

Una arista de un pixel p, es una interseccion de p con uno de sus 4-vecinos

Un vértice de un voxel p, es la interseccion de p con un voxel ¢ 26-vecino de
P> que no es 18-vecino o 6-vecino de p

Una arista de un voxel p, es una interseccion de p con uno de sus 18-vecinos
que no es 6-vecino.

Una cara de un voxel p, es una interseccion de p con uno de sus 6-vecinos

En la figura 1.2 se muestran los elementos de un pixel y un voxel

& gVértice Arista
& ¥ |
Arista SEGa(
. o 9
P ot i

. ® vertice
Figura 1.2 Los componentes de un pixel y un voxel

La relacion de vecinos, se conoce también como una relacion de adyacencia,
y entonces podemos decir que dos elementos de imagen son adyacentes (8-
adyacentes 0 26-adyacentes), si son diferentes y comparten al menos un vértice.
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2.3 Trayectorias

Una ab-trayectoria entre dos pixeles o voxeles, a y b, se define como una
secuencia de pixeles o voxeles ¢,.¢.....qi. donde ¢, -a y q.=b, y ademas ¢, es
adyacente a ¢,.; para 1<i <k

Una -ab-irayectoria, 6-ab-trayectoria 'y 18-ab-trayectoria se define de la

misma forma que una ab-trayectoria, solo que se usa la 4, 6 6 18-adyacencia entre
los puntos ¢, y ¢,

2.4 Conexidad

Un conjunto D de pixeles o voxeles es conexo, si para cada par a, b de
elementos en /), existe una ab-trayectoria contenida en D

Por definicion el conjunto vacio es conexo

2.5 Componentes
Una componente de D es un subconjunto D' (no vacio) conexo maximal de
D. Es decir. un subconjunto conexo no vacio D tal que ningin elemento de D' es

adyacente a algun elemento en D-D°

Cada uno de los elementos de D pertenece a una unica componente de D
Decimos que D es conexo si y solo si tiene exactamente una componente.

2.6 Definicion de imagen digital

Una imagen digital se puede definir como una 4-tupla (V,m,n,B), donde
1'=7" 6 1'=7". B es un subconjunto finito de I’ y (mn)e{(8,4), (4,8)} si }3 =Z’y
(m.n)€ {(6,26), (26,6), (6,18), (18,6)} si }* =7

7’ es el reticulo entero bidimensional y Z° es el reticulo entero 3-dimensional

B representa los puntos negros o 1’s de la imagen, V-B es el conjunto de
puntos blancos o 0’s de la imagen

m define la relacion de adyacencia entre pares de puntos negros, mientras
que  la relacion de adyacencia entre pares de puntos blancos.
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Si hacemos corresponder cada punto de Z° con el centro de un pixel
entonces no habra problema en definir a }” como el conjunto de pixeles con centro
sobre cada punto del reticulo Z°

_ De la misma forma, podemos colocar un voxel sobre cada punto del reticulo
Z" y tendremos a }” formado por el conjunto de voxeles con centro en cada punto
del reticulo Z°

La figura 1.3 muestra esta relacion

R —
L9 9006580
I W W W W ‘—@—k
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P L89B 0O Ve et el | 5
a) b)

Figura 1.3 @) El reticulo Z° b) a es un punto del reticulo y es el centro del
pixel ¢

Si llamamos 17 al conjunto de pixeles con centro en cada punto del reticulo

Z’y 17 al conjunto de voxeles con centro en cada punto del renculo Z*, entonces

una imagen digital queda definida como: (}"'m.n.B"),donde V' =1 oV ‘Vz, B'es
un subconjunto finito de }”"y (m,n) estan definidos como antes.

Ahora bien, una imagen digital binaria 2D (bidimensional), como la define
Kong en [1], es una transformacion que asigna un valor de 1 6 0 a cada pixel. De
la misma forma, define una imagen digital binaria 3D (tridimensional).

En las imagenes los pixeles o voxeles con valor 1 se llaman los puntos
negros de la imagen o, también, los 1’s de la imagen. Los elementos de imagen con
valor 0 son llamados los puntos blancos, o también, los 0’s de la imagen. De aqui
en adelante usaremos la notacion de 1’s y 0’s para referirnos a los puntos negros y
blancos respectivamente de una imagen

2.7 Conexidad en iméagenes digitales 2D y 3D

El usar diferentes relaciones de adyacencia para los 1's y 0's, fue uno de los
primeros temas de investigacion en la topologia digital. Para entender mejor el por
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qué de los valores de (m.n), suponga que tenemos una imagen 2D como la
mostrada en la figura 1.4. Si usaramos (m.1) como (4,4), entonces los puntos
negros son totalmente disconexos, sin embargo separan al conjunto de puntos
blancos en dos componentes, ahora bien, si tomamos a (m.n) como (8.8), el
conjunto de puntos negros forman una analogia discreta de la curva de Jordan,
pero aun asi, no separan a los puntos blancos

Fig. 1.4 ;Por qué en (m.n), m debe ser diferente a n?

Este problema se resuelve si usamos la 8-adyacencia para los puntos negros
y la 4-adyacencia para los puntos blancos, o al revés. En imagenes 3D el problema
queda resuelto si usamos m=6 y n=18 6 26; o al revés.

En la figura 4 podemos ver que si m=8 y n=4 los puntos negros forman una
curva cerrada y efectivamente dividen a los puntos blancos en dos regiones



Aplicacion de la Topologia Digital a la Ty on Continua de [magenes en 2D v 3D




Capitulo 3

Puntos Simples

El concepto de punto simple se ha definido de varias maneras por diferentes
autores. Sin embargo, todas estas definiciones son equivalentes

En una imagen digital binaria, un punto simple es un pixel o voxel que
preserva la topologia de la imagen al ser agregado o borrado. Preservar la
topologia (4] significa que al borrar un punto negro no se elimina una componente
negra de la imagen, no se divide una componente de puntos negros en dos 0 mas
componentes, no se crea ninguna componente blanca y no se mezclan
componentes blancas :

A continuacion mencionamos una caracterizacion de puntos simples en base
a componentes dada por Mylopoulos y Pavlidis [1]

3.1 Puntos simples en imagenes 2D

3.1.1 Definicion de punto simple en base a componentes.

Sea / una imagen digital binaria 2D, con (m.7)=(4,8), y sea x un pixel de /,
definimos M(x) como el conjunto de los 8-vecinos de x incluyendo a x mismo,
N'(x) como M(x)-{x}. Denotamos por / el complemento de /, es decir, / es

una imagen con 0’s donde / tiene 1’s y con 1’s donde / tiene 0’s.

F(I) es el conjunto de 1’s de /. también llamado el foreground de la imagen,
y F(I) el conjunto de 0’s de /, también llamado el background.

Sea NCC[D] el numero de 4-componentes en el conjunto D, y sea NOC[D]
el nimero de 8-componentes en D
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Entonces, un punto p es 4-simple en / si

L NCC[ N(p)~(F(Doip}) | = NCCL N (p)nF() |
2.NOC[ N(pIn( F(1) wiph)] = NOC[ N () F(1) |

De la misma forma, un punto p es 8-simple en / si

1.2NOC[N(p) ~ (FU)w ()] = NOC[ N (p)nFUl) |
22NCCN(p) A (FU) v {p] = NCCLY In F(I) |

Otra forma de caracterizar un punto 8-simple, dado por Rosenfeld [3] es la
siguiente:

Sea ¢ un 1 de una imagen digital binaria 2D, /. Entonces ¢ es 8-simple en /
si, y solo si, las siguientes condiciones se cumplen en /.

1. g es adyacente a otro |

2. q es 4-adyacente a un 0
3. El conjunto de 1's que son adyacentes a g es conexo

3.2 Puntos simples en imagenes 3D

3.2.1 Definicion de punto simple en base a componentes

Sea / una imagen digital binaria 3D, x un voxel de /, M(x) denota al conjunto
que contiene a x, mas los 26 voxeles que son 26-adyacentes a x, y N'(x) a N(x)-{x}

Sea NVC[D] el niumero de 26-componentes en el conjunto D, y sea NSC[D]
el numero de 6-componentes en D.

Entonces, un punto p es 26-simple en / si:

LNVC[N@NFDp) 1= NVCIN (pInFD |
2.NSC[N(p) A (F() v {ph] =NSCL (V@) F(I) |

Saho, Chanda y Majunder [3] establecieron la sigui caracterizacion de
voxeles simples:

Sea ¢ un 1 en una imagen digital binaria 3D, /. Entonces g es simple en / si, y
solo si, las siguientes condiciones se cumplen:
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1. ¢ es adyacente a otro |

2. g es 6-adyacente a un 0

3 El conjunto de I's adyacente a ¢ es conexo

4. Cada par de ceros que son 6-adyacentes a ¢ estan unidos por un 6-camino
de 0's que son 18-adyacentes a ¢

3.3 Definicion general de punto simple en una imagen
digital binaria

Veamos ahora la caracterizacion que hace Kong [3] de los puntos simples,
utilizando el concepto del conjunto I-pegamento de un 1 de la imagen

Esta caracterizacion es interesante porque define de manera natural este
concepto y en su articulo hace una equivalencia de las definiciones anteriores con
la suya, y muestra que son casos particulares de la definicion general.

Como definimos antes, una imagen digital binaria 2D es una transformacion
que asigna un valor de 1 6 0 a cada pixel. De manera similar una imagen binaria

3D es una transformacion que asigna un 1 6 0 a cada voxel.

Si D es un subconjunto de 1's de /, entonces /-D, denota la imagen obtenida
de / cuando se borran de /, los 1's en D (i.e. cambiando los 1'sen D, a0’s en /).

Ahora bien, sea ¢ un | de /. entonces /-{¢} es la imagen que obtenemos
cuando ¢ es borrado de /. y F(I)= quF(I-{q})

3.3.1 Definicion usando equivalencia homotdpica
Kong define un punto simple como sigue: [3]

Definicién 3.1 [3] Si ¢ es un 1 de una imagen /, entonces ¢ es simple en /, si
el mapa de inclusion de /(/-{¢}) en F(/) es una equivalencia homotdpica

El mapa de inclusion de un conjunto .Y en un conjunto ¥ (XSV), es una
funcion i X — ¥, tal que i(x)=x para toda xe X

3.3.2 El conjunto [-pegamento de un 1

La frontera de un pixel se define como la union de sus 4 aristas, y la frontera
de un voxel como la union de sus 6 caras

Una arista incluye sus dos puntos extremos y una cara incluye sus 4 aristas
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Definicion 3.2 [3] Sea ¢ un 1 de una imagen /, entonces el conjunto I-
pegamento de ¢ es el conjunto que consiste de todos los puntos en la frontera de ¢
que también caen en la frontera de al menos otro 1 de /

Kong [3] establece el siguiente teorema que da la caracterizacion de 1's
simples.

Teorema 3.1 Sea ¢ un 1 de una imagen /. Entonces ¢ es simple en / si, y
solo, ambos, el conjunto I-p deq yel 1 > de ese conjunto, en
la frontera de ¢, son no-vacios y conexos.




Capitulo 4

Algoritmos para detectar puntos simples

4.1 Algoritmos para detectar puntos simples en
imagenes 2D

La deteccion de puntos simples en 2D es sencillo, basicamente porque la
propiedad de ser simples o no, depende inicamente de la vecindad del punto que
se analiza (MV(p)). En imagenes digitales binarias 2D cada punto tiene 8 vecinos los
cuales deben ser examinados y, dada su configuracion, se puede decir si el punto es
simple o no. Esto se puede hacer en tiempo constante

4.1.1 Por calculo de componentes

Veamos en primer lugar como podemos determinar si el punto p es 4-simple
ono

Segun la definicion en la seccion 3.1.1, un punto p es 4-simple si

L NCC[ N(p)n(F)otp}) | = NCC[ N (p)nF() |
2 NOC[ M(p)n(F(1) wiph)] = NOC[ N Fl) |

De acuerdo a esta caracterizacion, se propone el siguiente algoritmo para
determinar si el punto p es simple 0 no:

01 v, « el numero de 4-componentes en [ N(p)~(F()o{p}) |
02 V> « el numero de 4-componentes en [\ (p)~F() |

03 v: «— el nimero de 8-componentes en [ N(p)( F() viph)l
04 v4 « el nuimero de 8-componentes en | \"(p}mﬁ |

05 Si (v=v2) y (vi=vy)

06 entonces p es 4-simple

07 sino, p no es 4-simple
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Esta caracterizacion se puede reducir a la siguiente forma
El punto p es 4-simple si:

LINCC[ N(pIn(F(hoiph) | = NCCL (N (p)InFD) |
L2 [N (pnFU) =1

Esta simplificacion en la condicion 1.2 es debido a que, no importa cual sea
la configuracion de ceros en M(p), siempre que tomemos los ceros en [V (p)~ F (/) ].
solo habra una unica 8-componente en tal configuracion.

Ahora el problema se reduia calcular NCC[ Np)n(F(hwip}) 1,
NCC[ N (p)~F(I) 1 y NOC[ N' ()~ F(I) ).

3
d, P dg
d; dg dg

I?lgm; 4.1 Numeracion de los 8 vecinos del pixel p

El calculo de las 4-componentes en Mp)(F(I)w{p}) es facil si analizamos
(de acuerdo a la configuracion de vecinos mostrada en la figura 4.1) d), ds, d-y dy
y sus 4-vecinos en N(p), por ejemplo si d;=1 y d>=d,=0 entonces podemos contar
una 4-componente mas, pero si d> y/o d. fuera 1 entonces se une con p y ya no
forma otra 4-componente

El algoritmo queda de la siguiente forma:

01 Tomar n, =0 /* El numero de 4-componentes */
02 Asignar el valor correspondiente a d}, ds, ds, ds, ds, d-, ds y d.
03 nel /* La 4-componente que contiene a p */

04 Sid;=1yd>=0y d.~=0 entonces n++ /* Una 4-componente mas */
05 Sid=1y d>=0y ds=0 entonces n++

06 Sid=1y d:=0y d\=0 entonces n++

07 Sid=1y ds=0 y dy=0 entonces n++

08 1y« n/* El nimero de 4-componentes encontradas */
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Ahora, para calcular NCC[ (V' (p)~/F(/)) ], se hace un recorrido de los 1's
que estan alrededor de p (veéase la figura 4.1) y se cuenta el numero de cambios
que hay de 1 a0 0 de 0 a 1. Este valor dividido entre 2 nos da el numero de 4-
componentes en N'(p)~F(/). Este valor lo almacenamos en la variable ;. Si todos
los puntos en V(p) son cero, no hay cambios y #,=0. Si todos los puntos en N(p)
son 1's tampoco hay cambios, sin embargo »,=1

El calculo de las 8-componentes en N'(p)ﬁ F(I) se hace tomando en cuenta
las siguientes propiedades de N'(p)

a) Si en N'(p) hay 4 ceros, que son 4-adyacentes a p, entonces en
N'(p)nﬁl) se forma una sola componente como se puede observar en la figura
42(a)

b) Si en N'(p) hay 3 ceros. que son 4-adyacentes a p, entonces en
N'(p)~F(I) se forma una sola componente como se puede observar en la figura
42(b)

c) Si en N'(p) hay 2 ceros que son 4-adyacentes a p, entonces tenemos dos
posibilidades: 1. Que los ceros no sean 8-adyacentes entre ellos como en la figura
4.2 (c), en cuyo caso tenemos dos 8-componentes en N'(p)nm 2. Que los
ceros sean 8-adyacentes entre ellos como en la figura 4.2 (d), en cuyo caso se
forma unicamente una 8-componente en N'(p)mm

#

@ (b) © (@
Figura 4.2 Algunas configuraciones de ceros 4-adyacentes a p

Para calcular el nimero de 8-componentes en N'(p)~F (/) se propone el
siguiente algoritmo

01 k « Numero de ceros en N'(p) que son 4-adyacentes a p
02 Sik=4 6 k=3 entonces n:=1

03 Si (k=2) y (son 8-adyacentes los 2 ceros)

04 entonces 1,=1

05 sino n:=2

06 Si N'(p) solo tiene puntos negros

07 entonces 1,=0



Aplicacion de la Topologia Digital a la T on Continua de [magenes en 2D y 3D

Finalmente probamos, Si 72, y n; son iguales y ademas, #,=1; entonces p es 4-
simple. En caso contrario. p no es 4-simple

4.1.2 Por tabla de busqueda

Esta forma de probar si un punto p es 4-simple o no, consiste en formar, de
acuerdo a la configuracion que presenta N'(p), una palabra 8 de bits y usarla como
indice para accesar una tabla que tiene grabado para cada indice, un valor de Falso
o verdadero, dependiendo si dicha configuracion corresponde a un punto simple o
no

Por ejemplo, supongamos que tenemos una configuracion coma la mostrada
en la figura 4.3

1771:1,'.7.} Una configuracion del punto p y su vecindad

La configuracion de p, en la figura 4.3, genera la siguiente cadena: 10111001
que corresponde al arreglo dd-d:d.udsdyd-dy (ver Fig. 4.1). Si esto lo tomamos
como un numero binario, el valor en decimal es 125, la tabla de valores (creada
con anterioridad) debe tener en la posicion 125 un valor de Falso, ya que el punto
p analizado no es 4-simple

El algoritmo que determina si un punto p es 4-simple, utilizando una tabla de
busqueda, es el siguiente:

0l Leer la tabla de puntos simples, MPS

02 Calcular indice con la configuracion de los 8-vecinos de p
03 EsSimple « MPS[indice]
04 Regresar LsSimple

CREACION DE LA TABLA DE BUSQUEDA

Latab' e busqueda que almacena las configuraciones posibles de un punto
y su vecindac * puede crear con el siguiente algoritmo.
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01 Define tabla MPS[256]

02 Para =0 hasta 255 hacer

03 Si la configuracion representada por & es 4-simple
04 entonces MPS[K] « Verdadero

05 sino MPS[K] « Falso

06 Grabar en disco la tabla MPS

La forma de probar si la configuracion que representan los bits de k debe ser

simple o no, es mediante el metodo discutido con anterioridad por calculo de
componentes

42 Algoritmos para detectar puntos simples en
imagenes 3D

4.2.1 Caracterizacion general de puntos simples
Tomemos la definicion que da Kong [3] de punto simple
Sea ¢ un 1 de una imagen /. Entonces ¢ es simple en /, si y solo si, ambos, el

conjunto I-p »de gy el cc de ese conjunto en la frontera de ¢,
SON NO-vacios y conexos.

Si tomamos un voxel, con valor 1, cualquiera de una imagen digital binaria
3Dy calculamos el conjunto I-p > de ese voxel, seremos capaces
de decidir si el punto es simple 0 no

Un algoritmo para decidir si un voxel, p. es simple 0 no, en una imagen /, es
el siguiente

[ Formar el conjunto I-pegamento de p. Llamémosle a

02 Formar b, el pl del conjunto I-p dep
03 si el conjunto a y b son no-vacios y conexos

04 entonces p es simple en /

05 sino p es no-simple en /

Para formar el conjunto [-pegamento de p, hacemos uso de la grafica del
pegamento de p definida por 8 vértices, los cuales representan con cada uno de los
8 vértices del cubo del voxel p. Y cada arista de la grafica representa la adyacencia
entre vértices del voxel

Para hacer esto, asignamos etiquetas a los vertices, aristas y caras de un
voxel, como lo muestra la figura 4.4
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Caras
Figura 4.4 Asignacion de etiquetas a los vértices, aristas y caras de un
voxel

La grafica del pegamento de p, tiene 8 vértices, etiquetados de la misma
forma que los vértices del voxel p. Si hay un voxel 6-adyacente al voxel p,
entonces se unen los vértices correspondientes a esa cara de contacto. Si hay un
voxel 18-adyacente a p, que no es 6-adyacente, se unen los vértices de la arista
compartida. Y si hay un voxel 26-adyacente, que no es 6 6 18-adyacente,
solamente se crea el vértice correspondiente.

Por ejemplo, la figura 4.5 muestra una configuracion de voxeles y su grafica
correspondiente.

Record: , como se iono i una arista en el cubo incluye
los 2 vértices de sus extremos y una cara incluye sus 4 aristas.
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Fig. 4.4 Ll voxel q con sus vecinos y la grafica correspondiente al conjunto
I-pegamento de q.

Debido a que la grafica del pegamento de p se construye en base a la
adyacencia de elementos (vértices y aristas), entonces, si la grafica es conexa, el
conjunto I-pegamento que representa también es conexo.

De acuerdo con la asignacion de etiquetas mostrada en la figura 4.4, de
vértices, aristas y caras del voxel, podemos escribir el algoritmo que construye la
grafica del conjunto I-pegamento

01 Para cada cara del voxel

02 Silacaraes 1

03 entonces unir los 4 vértices correspondientes a esa cara.

04 Para cada arista del voxel

05 Silaaristaes |

06 entonces unir los dos vértices correspondientes a esa arista
07 Para cada vértice

08 Si el vértice es 1

09 entonces crear el vértice

Aqui, el hecho de decir que una cara, arista o vértice es 1, significa que hay
un pixel con valor 1, que se intersecta con el pixel que se esta analizando en la
cara, arista o vértice (solamente en ese lugar)

Si esta grafica que hemos construido es conexa, entones el conjunto I-
pegamento de p es conexo

Para probar que el complemento del conjunto I-pegado es conexo, lo
haremos de una manera indirecta, tomando en cuenta la siguiente definicion de
punto simple dada en el capitulo 3
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Sea ¢ un 1 en una imagen / 3D. Entonces ¢ es simple en / si, y solo si. las
siguientes condiciones se cumplen

1. ¢ es adyacente a otro |

2. g es 6-adyacente a un 0

3. El conjunto de 1's adyacente a ¢ es conexo

4. Cada par de ceros que son 6 adyacentes a ¢ estan unidos por un 6-camino
de 0's que son 18-adyacentes a ¢

Ahora bien, Kong [3] 10 condicion para que un voxel p sea simple, en
una imagen binaria 3D, que <. _onjunto [-pegamento de p y su complemento sean
no vacios. Esto corresponde exactamente a las condiciones 1 y 2 de la
caracterizacion anterior. Ahora bien, ya mencionamos antes que si el conjunto I-
pegamento de p es conexo, entonces el conjunto de 1’s adyacentes a p es conexo,
esto corresponde a la condicion 3 de la caracterizacion anterior. Por Gltimo se
puede probar (Kong [4]) que el complemento del conjunto I-pegamento de p es
conexo si se cumple la condicion 4 de la caracterizacion anterior.

Para saber que los 0’s que son 6-adyacentes a p forman una 6-ab-trayectoria
con voxeles blancos 18-adyacentes a p, construimos la grafica de los 0’s 6-
adyacentes a p, formada de 6 vertices cada uno de los cuales representa un cero 6-
adyacente a p, y las aristas de la grafica representan si hay otro cero 18-adyacente
a p que une dos 0’s que son 6-adyacentes a p.

El algoritmo para construir dicha grafica es el siguiente

01 Para cada par de 0’s 6-adyacentes a p y adyacentes entre ellos
02 Si el voxel 6-adyacente a ambos 0’s es un 0
03 entonces unimos los dos vértices que corresponden a

este par de ceros.

Si la grafica que hemos construido es conexa, entones el complemento del
conjunto [-pegamento de p es conexo.

Habiendo construido las graficas y analizado si son conexas o no, se puede
determinar si cualquier voxel dado es simple o no lo es.



Capitulo 5

Equivalencia  topolégica en  imagenes
digitales

5.1 Equivalencia topologica en imagenes 2D

Ahora definiremos el concepto de equivalencia topologica en espacios
discretos. Estas definiciones no se pueden construir a través de extensiones a las
definiciones en espacios continuos ya que como tales no llevan a resultados
importantes

La equivalencia topologica se basa en las propiedades de conexidad y orden
de conexidad, las cuales son las propiedades fundamentales que se pueden definir
en espacios bidimensionales

Sea / una imagen digital binaria 2D con (m,n)=(4,8). Denotaremos con
NCC(/) como el numero de 4-componentes de /. y por NOC(/) como el niumero de
8-componentes en /

Definicion 5.1 [1] Dos imagenes digitales binarias 2D F' y F'' son c-
equivalentes (equivalentes por componentes), siempre que

1) Si NCC(F")=NCC(F"" entonces existe una secuencia de imagenes
F1.F>,. F,tales que F'=F, F''=F, y paracada i (1 <i < n-1) existe un pixel 4-
simple, x,, en F, tal que F,. =F,o{x,}, 0 F. ) =F-{x,}

2) Si NCC(F)>1, hay una correspondencia 1-a-1 entre las 4-componentes
de F'y F"" tal que los pares correspondientes satisfacen la condicion 1)

En la literatura sobre topologia digital existen conceptos, sobre la
preservacion de la topologia en imagenes, como el siguiente
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Proposicion 5.1 [3] Sea x un | simple en una imagen digital binaria /,
entonces

a) Ninguna 4-componente de / es dividida al borrar x de /

b) Ninguna 4-comp de I'ses p liminad

¢) Dos componentes de 0’s nunca son unidas al borrar x de /

d) Ninguna componente de 0’s es creada al borrar x de /

al borrar x de /

En particular, el inciso d) de esta proposicion implica que al borrar o agregar
un [ simple a una imagen, nunca se crea un nuevo hoyo en la imagen resultante
Por lo tanto podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 5.2 [1] Si dos imagenes binarias digitales 2D, /; e />, son c-
equivalentes y NCC(/,)=NCC(/- ). entonces NOC( 7/ )=NOC( F)

Es decir, si dos imagenes, con una sola componente de I’s, son c-
equivalentes, entonces tienen el mismo numero de hoyos

Cuando tenemos dos imagenes /" e /' c-equivalentes, siendo /," ¢ /,"" sus 4-
componentes respectivamente (1<i<k) y ademas /," ¢ /,"" c-equivalentes, se sigue
inmedi de la definicion de c-equivalencia y de la Proposicion 5.2, que
NCC(I"y=NCC(/"") y NOC(1,' )=NOC(7") para I<i<k

Definicién 5.2 Una imagen / sera llamada k-4-conexa (k-6-conexa) siempre
que NCC(/)=1 (NSC(/)=1) y NOC(T )=k (NC(7 )=k). Y sera llamada -conexa
cuando NOC(/)=1 (NVC(/)=1) y NCC(I )=k (NSC(T )=k)

Las imagenes 1-4-conexas también se llaman 4-conexas simples. Y las 1-
conexas, conexas simples.

Proposicion 5.3 [1] Sea / una imagen digital k-4-conexa, con F(/) finito
Entonces una componente de F(/) es infinita y todas las demas son finitas

La componente infinita de /-(/) es llamada el hoyo exterior de / y se denota
por H, Las demas componentes son H, 1<i<k-1. El hoyo exterior, es la
componente de 0’s que “rodea” a F{(/)

Si /(/) es finito, entonces diremos que la imagen es finita.
Se puede mostrar [1] que el tamaiio de los hoyos (es decir, el numero de 0’s

que lo forman) en una imagen se puede reducir sin que esto afecte la c-
equivalencia

2
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Teorema 5.1 [1] Cada imagen digital binaria 2D finita k-4-conexa, /, es c-
equivalente a otra imagen digital binaria finita -4-conexa, /", de tal forma que si
H," es un hoyo interior de /", entonces |H, =1

Aqui, |H, | significa el numero de pixeles que forman el hoyo H,.

La figura 5.1 muestra un ejemplo del Teorema 1

umgE s
£ e
SEEbET e

a)l b) I
Figura 5.1 a) Dos imagenes, [ ¢ I, c-equivalentes. El tamarfio de los hoyos
de I es uno.

Sea / una imagen finita k-4-conexa, entonces si |H(/)|=1 para 1<i<k-1, la
imagen sera llamada reducida

Por el Teorema S 1, podemos decir que cada imagen digital binaria finita y -
4-conexa es c-equivalente a una imagen k-4-conexa finita reducida.

Ahora mostraremos que una imagen k-4-conexa es c-equivalente a una
imagen -4-conexa reducida finita y ademas de borde rectangular.

Empecemos por definir un rectangulo Tomemos x un pixel cualquiera de la
imagen /, con coordenadas (a,b), defi

H.={ (a+i,b) | -o<i<x }

Ve={(a,b+i) | -x<i<x }

H. representa el conjunto de pixeles que forman la linea horizontal que pasa
por x; I, representa el conjunto de pixeles que forman la linea vertical que pasa
por x.

Para una imagen digital /, k-4-conexa, sea
Er={x|xeH, HNzO, 'nI[zD }
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Es decir, £; es el conjunto de 1’s que “hace falta” agregar a la imagen para
que tenga un perimetro rectangular. La figura 5.2 muestra una imagen / y el
conjunto £.

Imagen |
Figura 5.2 La imagen 1 y el conjunto de 0's que forman E;

Una imagen / tendra un borde rectangular si £~=0. Ademas, si la imagen es
4-conexa simple, sera un rectangulo

El siguiente Teorema define la c-equivalencia entre ima k-4 e
imagenes k-4-conexas con borde rectangular.

Teorema 5.2 [1] Sea / una imagen -4
una imagen /" k-4-conexa tal que £,=0.

Las imagenes que tienen £~O seran llamadas rectangulares.

De los teoremas 5.1 y 5.2, podemos decir que cada imagen /. k-4-conexa es
c-equivalente a otra imagen k-4 y reducida.

(a) (®)
Figura 5.3 Dos imdgenes c-equivalentes. La segunda imagen es 5-4-
conexa, finita, rectangular, reducida.
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Proposicion 5.4 [1] Dada una imagen digital binaria / 2D, rectangular, finita
y k-4-conexa. Podemos definir cuatro enteros ¢;, ¢, d, d> tales que un pixel
xeH(I) siy solo si a<c; o a>c; 0 b<d; o b>d:. Siendo (a,b) las coordenadas del
pixel x

Entonces, cualquier imagen rectangular, finita, reducida y &-4-conexa, puede
ser especificada completamente por las coordenadas de sus hoyos interiores. Por
ejemplo (a;b)), (axbs),....(@.bi1), y los cuatro enteros ¢, ¢z d;, d>
mencionados en la proposicion 5 4

Una imagen digital binaria /, sera llamada k-regular, si es rectangular,
reducida, finita y k-4-conexa.

Las imagenes A-regulares son representadas por una 4-tupla (c;,c>,d;.d>) y un
conjunto de k-1 puntos (a;,b)), (a=b2),. .. .(aw1.ber)

La figura 5.4 muestra una imagen A-regular y sus parametros asociados

CLCNE)

Figura 5.4 Una imagen I, y sus parametros correspondientes

Proposicién 5.5 [1] Cada imagen k-regular es c-equivalente a una imagen -
regular /" que satisface

1) Si " es representada por (c;.c:d,.d>), entonces ¢:-¢;22k+1 'y do-d;22k+1

2) Todos los hoyos interiores de /" tienen coordenadas verticales d/+2,.) para

0<i<(dx-d)2-1

3) Sus hoyos estan en (¢i+1.di+1), (¢i+3.di+3), ., (ci+2k-3,d1+2k-3)

Finalmente, el siguiente Teorema muestra la c-equivalencia de todas las
imagenes k-regulares.

Teorema 5.3 [1] Todas la ima k-regul son c-equivalents

~
S
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Teorema 5.4 [1] Dadas dos imagenes 2D / e /', éstas son c-equivalentes, si
y solo si, tienen el mismo numero de componentes, y si /, e /" son sus 4-
componentes correspondientes, entonces NOC( /. )=NOC(/")

El tipo de imagen a la cual hace referencia la Proposicion 5.5 la llamaremos
imagen rectangular normal o imagen estandar. Una imagen de este tipo queda
completamente especificada si conocemos el numero de hoyos que tiene la imagen
k-4-conexa y asumimos ¢,=d,=0

Por lo tanto, cualquier imagen digital binaria / k-4-conexa sera c-equivalente
a una imagen rectangular normal con & igual al nimero de hoyos de la imagen /, y

la 4-tupla (0,0,2k+1.2k+1)

Un ejemplo de imagen estandar para &=4 se muestra en la figura 5.5

Figura 5.5 Imagen rectangular normal con k=4

5.2 Equivalencia topologica en imagenes 3D

La definicion de imagenes c-equivalentes dada en la seccion 5.1, en realidad
fue enunciada por Mylopoulos y Pavlidis [1] para espacios discretos k-
dimensionales, en particular para =3 e imagenes con (m,n)=(26,6) la definicion
queda de la siguiente forma

Definicién 5.2 Dos imagenes /'y /" son c-equivalentes siempre que

(1) Si NVC(F)=NVC(F"" entonces existe una secuencia de imagenes
F Fs L F, tales que F 7wy para cada 7 (1 < i < n-1) existe un pixel
simple, x,, en I, tal que F,-.=F,ulx,}, 0 Fro=F-{x,}

(2) SiNVC(F")>1, hay una correspondencia 1-a-1 entre las componentes de

i

F'yF tal que los pares corresp satisfacen la condicion (1).
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En imagenes digitales binarias 3D, no es suficiente estudiar la equivalencia
topologica en base a componentes y hoyos. Esto porque en imagenes 3D existen
dos tipos de hoyos, las cavidades, es decir, una 6-componente de 0’s “rodeada” de
I’s, y los tuneles como el que se forma en una “dona’

Tomando la idea de las imagenes k-regulares definida en 2D, podemos
definir ahora imagenes k-regulares 3D, tomando en cuenta las cavidades y los
tuneles de la misma.

Una imagen digital binaria 3D es rectangular si el borde de la misma es
rectangular, es decir, no hay voxeles blancos, que no pertenecen a una cavidad o
un tinel, y que intersecten a la imagen en las tres coordenadas

Una imagen digital binaria es reducida, si el tamafio de sus cavidades es de
un voxel, y sus tuneles son de tal forma que los voxeles que lo forman todos
difieren en solo una coordenada y son de ancho uno

Una imagen digital binaria 3D rectangular, finita, reducida y 4-conexa, la
cual llamaremos estandar, con 7 el nimero tuneles y ¢ el nimero de cavidades,
podria ser especificada compl con los sigui parametros:

a) El tamafio de la imagen (del conjunto de 1’s) es (21+2¢c+1)x3x3

b) Tuneles reducidos en = con coordenadas de uno de sus voxeles en
(2i,2,2), 1<i<t

c) Cavidades en (2/+24,2,2), 1<k<c

En la figura 5.6 b) podemos ver un ejemplo de lo anterior. Si pudiéramos
demostrar que cada imagen digital binaria 3D es c-equivalente a una imagen digital
binaria 3D, estandar, entonces podriamos decir que dos imagenes digitales binarias
3D son c-equivalentes si son finitas, tienen una sola 26-componente y ademas
tienen el mismo numero de cavidades y tuneles.

a) b)
Figura 5.6 a) Imagen binaria digital 3D, I, con un tinel y 2 cavidades
(1=1, c=2) b) Una imagen I" estandar, c-equivalente a I, un tinel tiene uno de
sus voxeles en (2,2,2) y las cavidades tienen coordenadas en (4,2,2) y (6,2,2).
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5.3 Algoritmos para encontrar la equivalencia topologica
en imagenes 2D

Como mencionamos anteriormente las unicas propiedades topologicas
definidas en imagenes digitales binarias 2D, con adyacencia (4,8), son: el numero
de 4-componentes de 1's y el numero de hoyos (8-componentes de 0’s)

En particular, podemos decir que 2 imagenes digitales binarias son c-
equivalentes si ambas son k-4-conexas. Es decir, tienen una sola 4-componente de
1’s y k 8-componentes de 0’s.

He definido la c-equivalencia entre imagenes k-4-conexas porque son el tipo
de imagenes 2D que estoy considerando en el presente trabajo.

La definicion dice que si tengo 2 imagenes, digamos A y B, con 4 a-4-
conexa y B siendo b-4-conexa, encontramos el valor de a y b, y si a=b entonces las
Ay B son c-equivalent:

El algoritmo que determina si dos imagenes son c-equivalentes es el
siguiente

0l Leer las imagenes A y B

02 a < Numero de 8-componentes de 0’s de la imagen 4
03 b « Numero de 8-componentes de 0’s de la imagen B
04 Sia=b

05 A'y B son c-equival

06 sino Ay B no son c-equivalentes

Hasta aqui necesitamos detallar dos cosas, primero como se leen las
imagenes, y segundo, como encontrar el nimero de 8-componentes de 0’s (hoyos)

Las imagenes las representamos por medio de matrices, como se detalla en el
Apéndice A, usamos la clase Imagen2D para crear objetos que almacenan y

Las matrices son de ceros y unos, representan con cada uno de sus
elementos los pixeles de la imagen. En la literatura las imagenes se consideran que
tienen un hoyo exterior de tamafio infinito, sin embargo para su representacion en
una computadora, esto no es posible
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La figura 5.2 muestra una imagen digital binaria 2D y su representacion por
medio de una matriz de ceros y unos

0000000O0O0
(0)0) Sk Ul b0
ORISR0 EORIN0
ORI IR R0
SN 00001000
00000000
a) b)

Figura 5.7 a) Una imagen digital binaria 2D y b) su representacion por
medio de una matriz de ceros y unos

El hoyo exterior se representa por al menos, el primero y el ultimo renglon,
de la matriz, lleno de ceros, asi como la primera y ultima columna. En otras
palabras, debemos asegurar que el foreground F(/), quede rodeado de ceros

Ya que hemos leido la imagen, ahora necesitamos contar el numero de hoyos
que tiene Para realizar esto, proponemos dos algoritmos, el primero consiste en
contar los hoyos mediante el analisis de bordes y el segundo transforma la imagen
a una imagen equivalente reducida. El primero tienen la ventaja que la forma de la
imagen no se altera y ademas hace un solo recorrido de la imagen. El segundo
tiene la ventaja que acerca la imagen a su forma estandar.

5.3.1 Conteo de hoyos mediante analisis de bordes

Este método se basa en encontrar los 1's de la imagen que estan en el borde
y, para cada uno de estos, ver cual es el hoyo al cual es adyacente, y de esta forma
ir contando los hoyos. Cuando se encuentra un 1, adyacente a un hoyo, se marcan
todos los 1’s adyacentes a ese hoyo usando un algoritmo de seguimiento de edge,
se cuenta el hoyo y se siguen buscando 1’s no marcados adyacentes a algun hoyo.

Para encontrar los hoyos, buscamos dentro de los limites de la imagen las
parejas de pixeles que tienen la forma 10 y 01 tanto de manera vertical como
horizontal. Al encontrar una pareja de este tipo, probamos si ya hemos “marcado”
el hoyo adyacente al 1, si ya fue marcado se ignora, si no ha sido marcado, se
aplica un algoritmo de seguimiento de edge y vamos marcando todos los 1’s
adyacente al hoyo encontrado. La figura 5.8 muestra una imagen digital binaria
2D, en ella hay una pareja 10 horizontal candidata a ser adyacente a un hoyo,
también se puede ver la marca que se pone después de seguir el edge.
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a) b)

Figura 5.8 a) Imagen digital binaria 2D, el punto a es adyacente a un hoyo
que se puede contar. b) La misma imagen después de contar el hoyo adyacente al
pixel a, este queda marcado como se puede observar, cuando se encuentra la
pareja cd. ya no se cuenta el hoyo porque d ya esta marcado.

Cuando se encuentra la pareja cd, el algoritmo de seguimiento de edge ya no
se aplica porque d ya esta marcado Este algoritmo tiene la ventaja que la imagen
se recorre una sola vez.

A continuacion se muestra el algoritmo que cuenta los hoyos de una imagen
k-d-conexa con este método

01 Num_hoyos « 0

02 Encontrar los limites de la imagen (x/, y/, x/, y2)

03 para i=x/ hasta x2 /Irecorre filas

04 para j=y/ hastay2  //recorre columnas

05 si (hay una pareja 01, 10 horizontal o vertical y ademas
no ha sido marcado el | correspondiente)

06 entonces seguir el edge correspondiente a esta pareja y

marcar los 1’s correspondientes
07 Num_hoyos++

En el apéndice B se encuentra de manera detallada el algoritmo de
seguimiento de edge

5.3.2 Conteo de hoyos por imagen reducida.

Este algoritmo basicamente reduce todos los hoyos interiores hasta que
quedan de tamafio 1, y después hace un rastreo por toda la imagen para encontrar
el total de hoyos

La desventaja de e:  goritmo es que la imagen se recorre varias veces. La
ventaja es que nos acerca s a la forma estandar de la imagen.
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El algoritmo queda de la siguiente manera

01
02
03
04
05
06
07

Num_hoyos « 0
Encontrar los limites de la imagen (x/, y/, x/, y2)
Reducir todos los hoyos interiores al tamafio 1
para a=x/ hastax2 // renglones
para b=y/ hasta y2  // columnas
si el pixel (a.h)=0 y ademas es un cero aislado
entonces Num_hoyos++

En el algoritmo se pregunta si es un cero aislado (es decir, esta rodeado de
1’s) para evitar contar ceros que no son hoyos, por ejemplo en la fig. 5.9 @ es un
hoyo y es aislado, sin embargo b no es cero aislado y no debe contarse como hoyo.

El algoritmo que reduce los hoyos interiores a tamaiio 1, es el siguiente

01
02
03
04
0s
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

Completo « FALSE
Alguno « TRUE
Encontrar los limites de la imagen (x/, y/, x1, y2)
Mientras (!Completo AND Alguno)
Completo < TRUE
Alguno « FALSO
Para a=x/ hasta x2
Para b=y/ hasta y2
Si el pixel (a,b) =0
entonces si es simple el pixel (a,b)
Borrarlo (ponerlo a 0)
Alguno « TRUE
Completo « FALSE
Num_hoyos « 0
Para a=x/ hasta x2
Para b=y/ hasta y2
Si el pixel (a,h) =0 y es aislado
entonces Num_hoyos++
Num_hoyos++ // Cuenta el hoyo exterior

Ya que se encontr6 el nimero de hoyos por cualquiera de los 2 métodos, se
puede determinar si dos imagenes son c-equivalentes o no.
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Figura 5.9 En esta imagen a es un cero aislado mientras que b no lo es.
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Capitulo 6

Transformacion de imdagenes digitales
binarias

6.1 Transformacion de dos iméagenes digitales en 2D

En esta seccion describiremos como transformar de manera continua una
imagen digital binaria 2D en otra que sea topologicamente equivalente.

Ya mostramos en el capitulo 5 que cualquier imagen k-4-conexa es c-
equivalente a una imagen en su forma estandar.

A continuacion mostramos un algoritmo que transforma de manera continua
cualquier imagen k-4-conexa a su forma estandar, sin perder las propiedades
topologicas de la imagen original

01 Leer la imagen

02 Transformar la imagen a otra rectangular c-equivalente

03 Reducir los hoyos a tamaiio 1

04 Mover los hoyos a los lugares correctos segun la definicion

de imagen estandar

Transformar la imagen /, en rectangular, significa poner sucesivamente en 1
todos los pixeles en £, (£, = | x | xeHy, HIzD, Vin[#D }). Sin alterar las
propiedades topologicas de la imagen

El problema de conservar las propiedades topologicas de la imagen /, se
resuelve si tenemos cuidado de transformar solamente puntos que sean simples en
I

Para calcular £, primero calculamos H, (el hoyo exterior de la imagen),
después solo quitamos de H,, todos los puntos que quedan fuera de los limites de
F(I) y obtenemos £,
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H, se puede calcular en dos etapas, primero buscamos los puntos “triviales™
que estan en H, y después todos los puntos adyacentes a los encontrados

Un punto trivial x que esta en Hy, es aquel en el cual, la linea H. o . no se
intersecta en ningun punto con /-(/), o bien, solo se intersecta en uno de los
extremos de alguna linea tomando como referencia el punto x.

La figura 6.1 muestra un ejemplo de una imagen y marca los puntos triviales
(t) y no triviales (n) que hay en ella

SEIRInnn

Figura 6.1 En esta imagen, 1, los pixeles marcados con t son triviales y los
marcados con n son no triviales.

El algoritmo que encuentra /), a partir de una imagen /, es el siguiente:

0l Leer la imagen /

02 Iniciar la matriz H. que representa el "oyo exterior, en 1’s

03 para todos los puntos blancos de la i :agen /

04 si el punto es trivial

05 entonces poner en / el punto correspondiente a 0

06 mientras (encuentra 0’s adyacentes a los actuales)

07 para cada punto blanco en H

08 poner a 0 en A, los pixeles blancos adyacentes

al 0 correspondiente en /

La matriz que representa el hoyo exterior (), tiene las mismas dimensiones
que la matriz que representa a /. H tendra finalmente 0’s en todos los pixeles que
pertenecen al hoyo exterior de /'y 1’s en los demas pixeles. La matriz E, que se
utiliza en el siguiente algoritmo tiene las mismas dimensiones que la matriz que
representa a /, con ceros en los pixeles que pertenecen a £; y 1’s en los demas
pixeles
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Para

o1
02
03
04
0
06

E), tenemos el si

Leer la imagen /

Calcular H

Calcular los limites de la imagen (x;,y1,x2,y2)
E«H

Poner a 1 todos los pixeles (i), i<x; 0 i>x>
Poner a 1 todos los pixeles (i/), j<y; 0 />y

En el paso S, j recorre, para cada valor de i, toda la columna en 7, de la
matriz £. Lo mismo para el paso 6, / recorre todo el renglon para cada valor de j.

Los limites inferiores/superiores son cuatro enteros que definimos como la
minima/maxima coordenada en x e y, de todos los pixeles en F(/)

En la figura 6.2, se muestra como ejemplo una imagen /, y ademas H'y E.

o
Figura 6.2 a) La imagen [ b) Los pixeles blancos, forman el hoyo exterior
de I (Hy) c) Los pixeles blancos, forman el conjunto E, de la imagen I
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El algoritmo para transformar una imagen / en rectangular es el siguiente

01 Leer la imagen

02 Calcular £,

03 mientras £ tiene 0’s

04 para cada O en £;

05 si el 0 es simple en /

06 entonces poner a | el pixel correspondiente

en/yenk;

Si los ceros en £ (paso 04) se recorren de izquierda a derecha y de arriba
hacia abajo, el algoritmo genera la imagen rectangular de una manera un tanto
tosca. Suponga que tenemos una imagen como en la figura 6.3 a). Al hacer el
recorrido del primer renglon obtenemos la imagen de la figura 6.3 b), al recorrer el
segundo renglon obtenemos la imagen de la fig. 6.3 ) y asi sucesivamente.

or
Figura 6.3 a) Una imagen I b) La imagen I', obtenida de I al recorrer el
primer renglon c) Imagen I "', obtenida de I', al recorrer el segundo renglon

Una mejor forma de generar la imagen rectangular, se logra si recorremos
pixeles de 2 que estan en el borde exterior de la imagen. De esta manera el relleno
en / de los puntos que estan en £ sera mas suave como se muestra en la fig. 6.4 a),
b) y c). Esto parece ser una forma mas natural y elegante de generar la imagen
rectangular
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o
Figura 6.4 a) Una imagen [ b) La imagen I', obtenida al recorrer una vez
el borde exterior de [ ¢) Imagen I, obtenida al recorrer nuevamente el borde
pero ahora de I’

La reduccién de hoyos interiores a tamafio 1, ya se ha explicado en la
seccion 5.3.2

Por ultimo, necesitamos mover los hoyos a su posicion correspondiente
segun la definicion de imagen estandar

La proposicion 5 del capitulo anterior define una imagen estandar como
aquella que tiene limites (c/.c2,d;.d>) donde c-¢,>2k+1 'y d>-d;>2k+1 y los hoyos
interiores tienen coordenadas (¢, +1.d;+1), (¢/+3,d/+3).....(c/+2k-3,d)+2k-3).

Antes de mover los hoyos a su posicion correspondiente, debemos ajustar
los limites (si es posible) para que cumplan la condicion anterior. La fig. 6.5
muestra este ajuste para una imagen / en la cual se agregan 1’s en los renglones
para tener los limites correctos. En este caso también se borran 1’s en el lado
derecho para tener los limites lo mas cercano a los finales.



Aplicacion de la Topologia Digital a la T ion Continua de Imagenes en 2D y 3D

ol
Figura 6.5 a) Una lmagenl S-4-conexa b) La imagen I’ rectangular (k=3)
de I ¢) Una imagen I", c-eq le al, con los para (c1,c5,d),d>) mas

cercanos a los correctos. También se observa la manera de numerar los hoyos
para moverlos.

Ya que hemos ajustado (c/,¢>,d).d>), numeramos los hoyos como se puede
ver en la fig. 6.5 b), en un orden que va de izquierda a derecha y de arriba hacia
abajo. Esta etiqueta o nimero determina el lugar donde quedara finalmente el
hoyo. Es decir, si un hoyo tiene la etiqueta i, entonces le corresponden las
coordenadas (c,+2i-1, dj+2i-1) ( 1<i<k-1).

Los lugares finales que corresponden a cada hoyo se muestra en la fig. 6.6

El algoritmo empieza por acomodar el hoyo 4-1 y termina con el hoyo 1.
Primeramente mueve el hoyo tratando de ubicarlo sobre el eje x en la posicion
correcta y después sobre el eje y. Antes de hacer un movimiento prueba que el
punto donde lo dejara sea simple y de esta manera conserva la topologia de la
imagen.
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Figura 6.6 El lugar de cada hoyo en una imagen estandar k-4-conexa.

Por ultimo, si es necesario, se ajustan los limites de la imagen para tener la 4-
tupla (¢;,c2,d;,d>) segin se define para una imagen estandar.

Mover un hoyo de manera horizontal hacia la derecha, significa, primero
aumentar el tamafio del hoyo en un pixel hacia la derecha y después eliminar el
pixel original para tener nuevamente el hoyo de tamaiio uno. Antes de aumentar el
hoyo a tamafio dos, debemos asegurarnos que el pixel blanco que aumentamos sea
simple para no alterar la topologia de la imagen. Aqui surge una cuestion, sera
posible siempre agregar un pixel blanco que sea simple?, la respuesta no parece ser
sencilla, sin embargo, hemos tratado de construir configuraciones en las cuales se
tienen hoyos que no pueden moverse, estas configuraciones tienen la caracteristica
que el tamafo de la imagen es menor que el definido para imagen estandar. Es
decir, hemos visto que si una configuracion tiene hoyos que no pueden moverse,
basta agregar una fila o columna de 1’s para lograr mover un hoyo; generalmente
el movimiento de un hoyo permite que los otros también se muevan. Teoricamente
lai imagen puede crecer tanto como para permmr el movimiento libre de hoyos, tal
vez pract esto implique una ion en cuanto al tamafio de las
imagenes

Hasta aqui, ya hemos mostrado la forma de transformar cualquier imagen &-
4-conexa a su forma estandar. Si aplicamos los pasos de manera inversa,
podriamos transformar una imagen en la forma estandar £-4-conexa a otra imagen
k-4-conexa que tenga forma. Esto lo pods ver en la fig. 6.7

Por lo anterior podemos decir que es posible hacer la transformacion de la
imagen / en /' de manera continua y sin perder las propiedades topologicas de / en
ningun paso del proceso
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Ahora, lo interesante seria ir de / a /" de una forma mas directa, es decir,
evitando hasta donde sea posible pasar por la imagen S (de acuerdo a la fig. 6.7)

Para lograr esto utilizamos un algoritmo que nos permita tomar una imagen /
y que la transforme en otra /” de la siguiente manera. Que borre de la imagen / los
puntos que no deben de estar en /"y que agregue a / los puntos que si deben de
estaren /'

or
Figura 6.7 a) La imagen [ se transforma en S b) La imagen estandar de |
¢) I’ puede obtenerse a partir de S

Tomemos como ejemplo, para ilustrar lo anterior, una linea vertical -figura
6.8 a)- la cual queremos convertir en una linea horizontal -figura 6.8 b)-. Tomemos
la imagen / -figura 6.8 a)- y de manera imaginaria sobreponemos la imagen /' -
figura 6.8 b)-, tendremos lo que ese ve en la figura 6.8 c).

Ahora t lo sigui lcul el borde interior de /, y de este
conjunto de pixeles, borramos los que no estan en /'y que ademas son simples. En
la figura 6.8 c) estos son py y p;. Haciendo lo anterior obtenemos la imagen de la
figura 6.8 d) (/).
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También de /, tomemos el borde exterior y agregamos a / los pixeles que si
deben estar en /'y ademas que sean simples. Esto da como resultado la imagen /,
de la figura 6.8 e)

Repitiendo lo anterior con la ultima imagen obtenida se generan las imagenes
Is, 1, Is, Is & I- como se ve en las figuras 6.8 f), g), h), i) y j) respectivamente. La
imagen /- es precisamente la imagen /"

a)l b) I c)lel dH‘ e)l2
B:]E] (78 0 o
Nl s hls Ve Nz

Figura 6.8 a) La imagen I se quiere transformar en b) la imagen I’ c) La
superposicion de I ¢ I' d)-j) imdgenes intermedias entre [ e I’

Como estamos agregando y borrando solamente puntos simples, la topologia
de las imagenes intermedias no cambia.

Lo anterior funciona bien cuando se aplica a imagenes 4-simples, es decir,
imagenes que no tienen hoyos. Cuando existen hoyos en las imagenes el algoritmo
anterior debe ser modificado para hacer la transformacion.

El algoritmo que transforma una imagen, A4, en otra, B, es el siguiente

01 Mientras 4 diferente de B

02 Calcular el borde interior y exterior de la imagen A
03 para cada pixel en el borde interior

04 si se puede eliminar el pixel

0s entonces borrar el pixel de 4

06 para cada pixel en el borde exterior

07 si se puede agregar el pixel

08 entonces pintar el pixel en 4
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Aqui, la condicion “'se puede eliminar” es verdadera cuando el pixel es simple
y no pertenece a la imagen B. De la misma forma la condicion “se puede agregar”
€§ cierta cuando el pixel es simple y pertenece a la imagen B.

6.2 Transformacion de dos imagenes digitales en 3D

Ahora describimos como hacer la transformacion de una imagen digital
binaria 3D en otra con las mismas caracteristicas topologicas.

Desafor d en 3 di i no existe alguna analogia de imagen
estandar como se ha hecho en 2 dimensiones. Esto nos lleva a trabajar inicamente
con imagenes digitales binarias 3D con una sola componente negra y una 6-
componente blanca. A este tipo de imagen la llamaremos 26-simple.

Las ima con las que trabaj tienen una relacion de adyacencia
(26,6), debido a que utilizamos las definiciones que da Kong para imagenes
digitales binarias 3D. Ademas, la caracterizacion de puntos simples que hemos
hecho, en base al conjunto I-pegamento de un voxel, define de manera natural esta
relacion.

La idea para realizar la transformacion es la misma que para imagenes 2D, es
decir, buscamos en el borde exterior de la imagen original los puntos que si deben
estar y los agregamos (siempre y cuando sean simples), y en el borde interior
buscamos los puntos que no deben estar y, si son simples, los borramos. Asi, hasta
llegar a la imagen deseada

El algoritmo que transforma una imagen 4, en otra imagen B, es el siguiente

01 Leer laimagen 4 y B

02 mientras 4 diferente de B

03 Calcular el borde interior y exterior de A
04 para cada punto en el borde interior

05 si se puede eliminar este punto
06 entonces borrarlo de A

07 para cada punto en el borde exterior

08 si se puede agregar este punto
09 entonces agregarlo en 4

Las condiciones “se puede eliminar” y “se puede agregar” tienen el mismo
significado que en el algoritmo que transforma dos imagenes digitales binarias 2D
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En este algoritmo el problema principal es calcular el borde interior y el
borde exterior de la imagen

El borde interior lo definimos como el conjunto de voxeles con valor 1 de
una imagen I, los cuales son 6-adyacentes a algun voxel blanco. El borde exterior
lo definimos como el conjunto de voxeles blancos de la imagen I, los cuales son 6-
adyacentes a algun voxel negro.

Esta definicion de borde interior y exterior nos facilita el algoritmo que
determina ambos bordes dada cualquier imagen 26-simple

El conjunto de voxeles en ambos bordes es 26-conexo.

El algoritmo que encuentra los bordes segun la definicion anterior es el
siguiente .

01 Leer la imagen /
02 Iniciar la imagen del borde interior (bint) y exterior (bext) en ceros
03 para cada voxel con valor 1 en la imagen /
04 si el voxel tiene algun 6-vecino blanco
05 entonces poner a 1 en bint el voxel correspondiente
al voxel analizado
06 poner a 1 en bext el(los) 6-vecino(s)

correspondiente(s)

Las matrices que representan la imagen del borde exterior e interior, bint y
bext, tienen las mismas dimensiones de /, y en ambos casos se representan con 1’s
los puntos que pertenecen al conjunto que forma el borde correspondiente

6.3 La imagen rectangular en 3D

En la seccion 5.2 se presento la definicion de una imagen rectangular 3D,
como aquella en la cual no existen puntos blancos con coordenadas dentro de los
limites de la imagen que sean simples. A continuacion se presenta un algoritmo que
lee una imagen 26-simple y la convierte en rectangular

01 Leer la imagen /

02 Calcular los limites de la imagen

03 mientras haya puntos blancos dentro de los limites de la imagen /
04 para cada punto blanco

05 si el punto es simple

06 entonces poner a 1 el punto en la imagen /
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La siguiente figura muestra un ejemplo de una imagen / y su imagen
rectangular correspondiente /*

a) b)
Figura 6.9 a) Imagen 26-simple I b) La imagen rectangular de [

Nuevamente aqui el orden de rastreo de los elementos en la imagen
determina la “forma” en que se va do la imagen lar. Si q
que la imagen se genere de manera “suave” busquemos entonces puntos que se

encuentran en el borde exterior y los que sean simples, se van transformando en
I’s.
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Capitulo 7

Conclusiones

Hemos estudiado los algoritmos para transformar imagenes 2D y 3D de
manera continua, sin perder las propiedades de las ima intermedias d;
durante la transformacion

En el Capitulo 2, establecimos los conceptos basicos para el estudio de la
topologia digital, destacando entre otros las deﬁmmones de 1magen dlgllal y
vecinos, asi como el concepto de relacion de ad en
También se explica la razon por la cual se utiliza una relacion de adyacencia

diferente en los puntos negros y en los puntos blancos.

En el Capitulo 3, hicimos la caracterizacion de puntos simples tanto en
imagenes 2D como en 3D. Se presentaron las definiciones tradicionales y, al final,
la caracterizacion que hace Kong por medio del conjunto I-pegamento de un
elemento de imagen, que generaliza la definicion de puntos simples en n-
dimensiones y ademas muestra que las definiciones anteriores son casos especiales
de la suya

En el Capitulo 4 describimos los algoritmos para detectar puntos simples en
2D y 3D. Entre los algoritmos mostrados, estan los que hacen uso de conteo de
componentes, tabla de busqueda y graficas. Para 2D el algoritmo mas simple de
implementar fue el de tabla de busqueda, pues ocupa solo 32 bytes de memoria,
utilizando una matriz de bits, y para saber si un pixel es simple o no, sélo requiere
formar el indice de acuerdo con la configuracion de vecinos del pixel y un acceso a
memoria. Para imagenes 3D, el algoritmo mas adecuado es el que usa una grafica
para representar el conjunto I-pegado del voxel

El objetivo principal del Capitulo 5 fue mostrar como se define la
equivalencia topologica entre imagenes digitales. Como conclusion, y tomando
solo en cuenta las imagenes con las cuales trabajamos, podemos decir que dos
imagenes k-4-conexas son c-equivalentes si tienen el mismo nimero de hoyos. En
3D dos imagenes son c-equivalentes si tienen una sola componente negra y el
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mismo nimero de hoyos y tineles. En 3D es necesario diferenciar entre hoyos y
taneles. Los hoyos son las 6-componentes blancas como la que se forma en el
interior de un balon hueco, y se llama cavidad. Los tuneles son aquellos que se
forman en una dona, y no son en si mismos una sola componente, de ahi la
dificultad para su estudio

Los algoritmos para trasformar dos ima 2Dy 3D se p on en el
Capitulo 6. Estos algoritmos trasforman imagenes con una relacion de adyacencia
(4,8), si las imagenes son k-4-conexas usamos el algoritmo que toma una imagen
estandar intermedia como se mostro en el Capitulo 4. Cuando las imagenes son 4-
simples la transformacion se hace con el algoritmo que usa los bordes interior y
exterior para realizar una transformacion mas suave.

En 3D solo transformamos imagenes (26,6) que tienen una sola componente
negra y una blanca, sin tineles. Sin embargo, se muestra como podria definirse el
concepto de imagen estandar 3D como se hizo en 2D, y de esta manera
transformar ima con una comp negra, ¢ cavidades y ¢ tuneles. Esto
ultimo queda como un problema abierto para los interesados en el area.
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Apéndice A

Representacion de imagenes con matrices de
bits

El uso de matrices de bits, para representar imagenes digitales binarias (de
0’s'y 1’s), es la forma mas adecuada ya que nos permite el ahorro de espacio para
almacenar y procesar la imagen

En este tipo de matrices, cada elemento ocupa un bit, y su posicion en el
arreglo queda determinado por sus coordenadas en la matriz. Por ejemplo, una
matriz bidimensional M(3x2) podria representarse con un byte, cuyos bits
representarian cada uno de los elementos de la matriz como se muestra en la figura

[
Xp == -
Figura A.1 Elementos de una matriz de (3x2)

En la figura A 1, las x, ( 1<i<3 ), representan los renglones y las yi € 1<k<2 ),
las columnas.

La misma idea se aplica cuando las matrices son tridimensionales. Por
ejemplo, una matriz N(3x2x3) se representa por un arreglo de 3 bytes como lo
muestra la figura A.2

1= 2
Figura A.2 Elementos de una matriz (3x2x3)

La configuracion anterior solo es un ejemplo, en realidad se puede utilizar
cualquier configuracion. Lo que se debe garantizar forzosamente, es que a cada
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elemento le corresponda una posicion unica dentro del arreglo y que esta quede
determinada por sus coordenadas (x.y) o (x,y,z) segun sea el caso

La representacion de imagenes digitales binarias, 2D y 3D, la hacemos por
medio de la clase Matriz3D (implantada en C++), las cual es una modificacion del
tipo de dato s, definido por el Dr. Felii D. Sagols para su trabajo de doctorado

(8]

En el tipo de dato s, las matrices que se manejan son 3D. Debido a que en
el presente trabajo usamos también matrices 2D, entonces hubo la necesidad de
modificar el tipo de dato ms para almacenar matrices tanto 2D como 3D. Ademas,
se modifico la funcion que dibuja la matriz, porque en 3D se dibuja la profundidad
(eje z), sin embargo en 2D solo se dibuja en el plano.

La clase se define como sigue:

enum tipo_de_imagen (D3,D3}; // La imagen puede ser 2D 6 3D
class Matriz3D

char *arreglo; // Los datos

int t_e; // Numero de bytes que ocupa

int maxx, maxy, maxz; // Taman~o maximo en X,y,z

int tipo; // Tipo de imagen 2D o 3D
public:

// Constructores. Si se dan las tres coordenadas es 3D si no z=0 y
es 2D

Matriz3D(int maxx, int maxy, int maxz=0);
Matriz3D();

// Destructor

~Matriz3D();

// Imprime las coordenadas de los unos

void Imprime();

// Asigna 'valor' al elemento (x,y,z)

void asg_ms(int i, int j, int k, int valor);

// Recupera el valor del elemento (x,y,z);

int  elto_ms(int i, int j, int k);

// Agrega unos desde (x1,yl,z1) hasta (x2,y2,z2)
void suma_ms (int x1,int yl, int z1, int x2, int y2
// Quita unos desde (x1,yl,z1l) hasta (x2,y2,z2)
void resta_ms(int x1,int yl,int z1, int x2, int y2=-1, int z2=-1);
// Borra los unos que caen fuera de (x1,yl,zl)-(x2,y2,z2)

void mult_ms(int x1,int yl,int zl,int x2, int y2=-1, int z2=-1);
// Invierte la imagen

void inv_ms();

// Graba la matriz en disco en formato 'extenso’

void GrabaMatriz(char *archivo);

// Dibuja la matriz en el monitor en modo grafico

void dibuja_ms();

// Lee los datds de la matriz desde disco

int  lee_bool_desc(char *archivo);

private:

, int 2z2=-1);
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/* Funciones para lectura */
char lee_token(FILE *f, int *linea);
Vi

A continuacion explicaremos las caracteristicas mas importantes de esta
clase. En su definicion podemos ver que se utiliza un apuntador que mantendra la
direccion de los datos de la matriz. También hay variables que mantienen el tamaiio
de la matriz en bytes, y las dimensiones de la matrizen x, y, z

Las principales funciones de esta clase se definen a continuacion:

// Constructores

// Si se dan las tres coordenadas es 3D si no z=0 y es 2D

Matriz3D(int maxx, int maxy, int maxz=0);

Matriz3D();

Los constructores permiten definir un objeto de esta clase. El primero recibe
como parametros las dimensiones de la matriz en x, y, z. Si la dimension en z no es
dada, toma el argumento por defecto es cero, lo cual permitira en la programacion
saber si se esta definiendo una matriz 2D o 3D. Ahora bien, si queremos leer una
matriz desde disco, primero la creamos con el constructor sin parametros y
posteriormente llamamos a la funcion lee bool desc(.) para que realice la
lectura

// Imprime las coordenadas de los unos
void Imprime();
Imprime en el monitor, las coordenadas de todos los elementos con valor 1

// Agrega unos desde (x1,yl,z1) hasta (x2,y2,z2)

void suma_ms(int x1, int yl, int zl, int x2, int y2=-1, int
z2=-1).;

Esta funcion agrega unos a la matriz en la seccion definida por las
coordenadas correspondientes, aqui si la imagen es 2D, solo se proporcionan 4
coordenadas y las 2 ultimas toman valores por defecto que permite en la
programacion saber que se trata de una matriz 2D.

// Quita unos desde (x1,yl,z1) hasta (x2,y2,z2)

void resta_ms(int x1, int yl, int zl, int x2, int y2
z2=-1);

Esta funcion escribe ceros en la matriz en una seccion definida por las
coordenadas correspondientes, aqui si la imagen es 2D, solo se proporcionan 4
coordenadas y las 2 ultimas toman valores por defecto que permite en la
programacion saber que se trata de una matriz 2D

, int
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// Borra los unos que caen fuera de (x1,yl,zl)-(x2,y2,22)

void mult _ms(int x1, int yl, int zl, int x2, int y2=-1, int
22=-1);

Esta funcion hace una interseccion de la matriz con otra matriz que tiene
unos en la seccion limitada por las coordenadas dadas y ceros en otro lugar

// Invierte la imagen
void  inv_ms();

Esta funcion cambia los ceros por unos y los unos por ceros de la matriz

// Graba la matriz en disco en formato 'extenso’
void GrabaMatriz(char *archivo);

Esta funcion graba la matriz en el formato definido para la clase Imagen. Es
decir, graba cada uno de los elementos como texto, ademas de informacion como
el nombre de la matriz y su tamafio

// Lee los datos de la matriz desde disco
int lee_bool_desc(char *archivo);

Esta funcion hace la lectura desde disco de una matriz. La matriz ya debe
haber sido creada sin parametros. En el disco, la matriz debe estar definida de
acuerdo al formato definido para el tipo de dato ms.

La posicion de un elemento en particular se calcula de la siguiente manera:

offset =i * maxz * maxy + j * maxz + k;

o
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Apéndice B

Calculo del borde exterior e interior de una
imagen

Sea / una imagen digital binaria 2D, y F(/) el conjunto de 1’s de /.

El edge de [(/) es el conjunto de pares de pixeles [xi.y:] con xi en F() y yi
en F(I) y ademas x, 4-adyacente a yx

Un primer par [xs)o] siempre se puede encontrar con una bisqueda

sistematica. Por definicion, X, es un 1y y; es un 0 en /. Tomemos una pareja

lquiera [x,y.] ¥ sin perder lidad, que este par tiene la
configuracion como se muestra en la figura B.1

Figura B.1 Una configuracion para [x,y.]

El método de seguir el edge llamado por Rosenfeld [6] “manteniendo la
mano izquierda en la pared”, selecciona el siguiente par [x,.;y»./] de acuerdo a la
tabla B.1

a il Le 8 Yol
0 X o a
1 0 a b
1 1 b Yn

Tabla B.1 Seleccion del siguiente par en el cdlculo del edge
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Si de cada pareja tomamos los pixeles x,, formaremos el borde interior de la
imagen (BI). El conjunto de los pixeles y,, forman el borde exterior (BE)

Cabe sefialar que el borde interior y el exterior son 8-conexos.

Cuando estamos interesados en encontrar ambos bordes, se aplica la tabla
B.1 igual que para calcular el edge, la unica diferencia es que en lugar de guardar
parejas, cada uno de los pixeles se almacena en un lugar diferente

Sea BI, el borde interior de F(/), como ya mencionamos, este es 8-conexo.
Si queremos que Bl sea 4-conexo, basta con tomar como caso especial la
configuracion de [x,] que se presenta en la figura B.2. Es decir, cuando el pixel
a=1yb=1

Figura B.2 Configuracion especial de [x,y,] cuando se quiere tener Bl 4-
conexo

Si tomamos los valores indicados por la tabla B.1, el nuevo x, seria b, es
decir B/ tendra los puntos como se muestra en la figura B.3 a), los cuales no son
4-conexos.

a) b)
Figura B.3 a) Pixeles que se agregan con la configuracion de la figura B.2
b) Nuevos pixeles agregados al borde interior con el algoritmo modificado, para
mantener la 4-conexidad
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Si tenemos la configuracion de la figura B.2, sabemos que a=1, entonces, si
agregamos el pixel a al conjunto B/, antes de agregar a » como lo indica la tabla,
mantenemos a B/ 4-conexo

Si BE representa el conjunto de pixeles que forman el borde exterior y
queremos hacerlo 4-conexo, basta analizar la configuracion especial mostrada en la
figura B.4.

X5 | Vo

Figura B.4 Configuracion especial de [x,.y,] cuando se quiere tener BI 4-
conexo

En este caso, antes de agregar el pixel @ al conjunto BE, agregamos el pixel
b=0y con esto mantenemos a B/~ 4-conexo
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