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Resumen

El problema de ajuste de elipses consiste en encontrar la mejor eligse se ajusta
a un conjunto de puntos,este es un problema que surge en diasareas, por ejemplo
en visbn computacional, Rolotica, deteccon de rostros, Astonoma, entre otras.

En esta tesis, nosotros usamos un algoritmo geretico para la deten y ajuste
de nultiples elipses que esan dadas implcitamente por un conjui de datos que
contiene ruido. El objetivo general es detectar epidamente tib el conjunto de elip-
ses, sin informacon adicional sobre el tamano y forma de las elipse la cantidad de
ruido en el conjunto de datos, pero conociendo el rumero de elgssy proporcionando
un valor de umbral.

En este trabajo, nosotros desarrollamos e investigamos |basad@n un algoritmo
geretico estaindar| tres diferentes funciones de aptitud que tenan diferentes venta-
jas y desventajas. A partir de los resultados nunericos, veri gaos que estamos en
condiciones de calcular de manera able y e ciente el conjunto de edgs en ciertas
situaciones.






Abstract

The problem of ellipse tting consists of nding the best t ellipse to a st of
points, it is a problem that arises in many areas, e.g. Computer VisioRobotics,
Face Detection, Astronomy, among others.

In this thesis, we use a genetic algorithm for the detection and ttig of multiple
ellipses which are implicitly given by a data set which contains noisy datdhe ove-
rall aim is to quickly detect the entire set of ellipses, without additionkinformation
about the sizes, and shapes of the ellipses, or the amount of nois¢hie data set, but
knowing the number of ellipses and providing a threshold value.

In this work, we develop and investigate |based on a standard geri& algorithm|
three di erent tness functions which have di erent advantagesand disadvantages.
From numerical results we verify that we are yet able to reliably and @ently com-
pute the set of ellipses in certain situations.
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Captulo 1

Introduccon

1.1. Descripcon del problema

Ajuste de elipses.
El problema de ajuste de elipses consiste en lo siguiente:

Dado un conjunto de puntos en un sistema de coordenadas glopa2 R?j; i o,
se debe encontrar la mejor elipse que representa ese conjunt@uietos.

Una elipse puede representarse por 5 paametros que son:

Semieje mayora

Semieje menoib

Coordenadas del centr. Yy Y.

Angulo de rotacon

En la gura 1.1 podemos ver un ejemplo de los paametros que de naina elipse.

Ahora de niremos brevemente dos conceptos importantes, queis explicados
con mas detalles la seccon 2.2, en la @g. 8:

= Punto atpico es un punto que pertenece a otra distribucbn, en nuestro caso
a otra u otras elipses.

= Ruido es un punto que no pertenece a ninguna distribucon. En el caso de
procesamiento de imagenes este ruido se genera en la misma captde la
imagen.



2 Captulo 1

Figura 1.1: Paametros de la elipse

Entonces, el ajuste de elipses se encarga de encontrar los pagros que de nen
una elipse en un conjunto de datos dados, los cuales pueden coettemido. En la
pactica, difcilmente se da el caso en el que se obtengan solo lasiestras de los
puntos que pertenecen a una elipse, ademas existen puntos quepertenecen a la
elipse conocidos como puntos atpicos.

Debido a que en vison y procesamiento de imagenes, es comun gse tenga un
conjunto de datos con varias elipses, es necesario encontrar lagmpetros de las
distintas elipses en el conjunto de datos. Dada la complejidad de entar nultiples
elipses en un conjunto de datos, es necesaria una heurstica pegsolver el problema,
ya que los nmetodos convencionales usualmente no son capacesedelverlo.

Entonces, el ajuste de mnultiples elipses consiste en encontrar jpaametros de
cada una de las elipses dadas implcitamente en un conjunto de datque contiene
ruido. En la gura 1.2 podemos ver un ejemplo de un conjuntos de dzt con nultiples
elipses.

1.2. Motivacon

El problema de ajuste de elipses es concurrente en diversasardal conocimiento,
principalmente en procesamiento de imagenes y vison computacial) aunque tiene
diversas aplicaciones en otrasareas, como son Rolotica[l], Amtoma, deteccon de
rostros[2], Fsica [3], Biologa, control de calidad, etc.

CINVESTAV-IPN Departamento de Computacbn



Introduccon 3

Figura 1.2: Puntos que representan multiples elipses

Existe una gran cantidad de netodos para ajustar elipses, algun@on netodos
analticos, mientras otros son heursticas, los algoritmos masencillos son los que se
basan en el ajuste algebraico, estos netodos no son iterativeglemas de que son
sencillos de implementar y con un costo computacional bajo, en geiduncionan
bien para ajustar crculos y elipses en ausencia de ruido, aunquéeegroblema es en
general no-lineal y muy propenso a tener ruido.

Otro netodo determinista es el ajuste por mnimos cuadrados, unmetodo muy
popular debido a que se puede resolver por netodos nunericodds como el nmeto-
do de Gauss-Newton [4] , lusqueda lineadgarch ling, descenso empinado gteepest
descen{, Levenberg Marquadt [5], etc. o incluso con un ajuste directo demmos
cuadrados [6], todos estos nmetodos son nmas robustos que lostados algebraicos,
aungue con un costo computacional un poco mayor por ser iterais/ (excepto el
metodo directo), son menos sensibles al ruido, pero aun tienenimtonveniente de ser
sensibles a los puntos atpicos.

Otra manera de resolver el problema de ajuste de elipses, es usametodos con
la transformada de Hough, que son netodos estadsticos coniatonveniente de dar
problemas para guras geonetricas nmas complejas que Ineas grculos. Por ulti-
mo tenemos los nmetodos robustos, que pueden ser heursticahloridos de alguna
heurstica con un netodo determinista. Existen varios netodosobustos, pero uno de
los mas populares es el de consenso de muestras aleatorRandom Sample Consen-
sug (RANSAC) [7], as como netodos usando algoritmos evolutivos.

CINVESTAV-IPN Departamento de Computacbn



4 Captulo 1

Existen diversos netodos para el problema de la extraccon de Igaametros de
nmultiples guras geonetricas, en nuestro caso elipses. El ajustde multiples elipses
tiene adenas variadas aplicaciones, como por ejemplo en [8], en dors® extraen
varias elipses a partir de la silueta de una persona. En este caso lo®i@as usaron
el algoritmo esperanza minimizacon Expectation Minimization{ (EM) primero pa-
ra acercarse, y desptes el netodo Levenberg Marquadt pagacontrar los paametros.

El procedimiento mas popular para ajustar nmultiples elipses es unaombinacon
de RANSAC con algun ajuste por mnimos cuadrados [9]. Cabe menciarse que
existen otras heursticas para obtener nultiples elipses como [1G]pnde se propone
un netodo parecido a RANSAC. En [11] se propone otro algoritmo guutiliza una
heurstica para buscar los centros de las elipses y despies utilizajuste algebraico
para encontrar la elipse. En [12] se usa la transformada de Hough ry algoritmo
geretico para obtener nultiples elipses.

Los netodos para ajustar multiples elipses tienen la nalidad de serobustos, sin
embargo presentan problemas para algunos casos, y solo son aapale encontrar
elipses con cierta cantidad de ruido y puntos atpicos, siendo neees una heurstica
mas robusta que las mencionadas, con la nalidad de ajustar elipsea conjuntos de
datos con mayor ruido.

1.3. Metodologa

En la presente tesis se propone una solucon al problema de ajusike nultiples
elipses en un conjunto de datos con condiciones altas de ruido. Etodo propuesto
consiste en minimizar una funcon de aptitud robusta que resuelvd problema de
ajustes de elipses usando un algoritmo geretico (AG).

Se proponen tres funciones de aptitud para el ajuste de nultipledipses, que son

robustas a los puntos atpicos. Las funciones propuestas fuarminimizadas con un
algoritmo geretico.

1.4. Contribuciones

Las principales contribuciones fueron:

= Se propuso un algoritmo robusto capaz de resolver la extraccor drultiples
elipses.
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= Se implementaron diversos netodos para la solucon del problema @juste de
elipses.

= Se obtuvieron mejores resultados en algunos casos que con lasdes ya exis-
tentes.

» Se hizo la deteccon de mnultiples elipses sin la necesidad de conocimeesspe-
ci co sobre cada elipse en los datos de entrada.

1.5. Organizacon de la tesis

La tesis esh organizada en 7 captulos que se describen a contioon:

» Captulo 1. Introduccon. En este captulo se da el panorama ddo que se realizo
en la tesis, se presentan las primeras ideas sobre el ajuste de aigsd alcance
gue tuvo la tesis.

= Captulo 2. Marco teorico. En este captulo se abordan formalmate los funda-
mentos y conceptos necesarios, como lo son el ajuste de cureadjstancia, la
optimizacon, netodos de ajuste de elipses conocidos y algoritmesolutivos.
Adenas se presentan trabajos previos que resuelven el prob&euhe ajuste de
nultiples elipses.

» Captulo 3. Ajuste robusto de una elipse. En este captulo se prestan algunos
nmetodos que resuelven el problema de ajuste de elipses, cuandio Se busca
una elipse como lo es el ajuste directo, el ajuste por mnimos cuados y el
ajuste usando heursticas, al nal se presentan algunos resattos.

= Captulo 4. Ajuste robusto de varias elipses. En este captulo sexplica de
gue se trata la extraccon de nultiples elipses, las aplicaciones quene para
diversos usos, as como el netodo para resolver dicho problemadenmas se
describe formalmente la solucon propuesta para resolver el ptelma usando
un algoritmo geretico con distintas funciones de aptitud propueas.

= Captulo 5. Resultados. En este captulo se muestran los experimws realiza-
dos y los resultados obtenidos en el nmetodo propuesto. Se comgal netodo
propuesto con el trabajo presentado en [9]. Al nal se tiene la disebn sobre
los resultados obtenidos.

» Captulo 6. Aplicaciones. En este captulo se presenta una aplicam de la ex-
traccon de multiples elipses para la calibracon de @amaras usand crculos
conentricos.
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6 Captulo 1

» Captulo 7. Conclusiones. En este captulo se presentan las conslanes y el
trabajo a futuro para esta tesis.
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Captulo 2

Marco teorico

En este captulo se explican algunos conceptos kasicos que sonrdees para este
trabajo de tesis. En primer lugar se de ne que es una elipse, debidgwe el trabajo
esh enfocado en la extraccon de elipses, es importante sabereges una elipse. Des-
pes se habla del ajuste de curvas, pues el ajuste de elipses esaso particular de
este.

Luego se habla de la distancia, debido a queestas son comunmentadas como
funcon a minimizar en el ajuste de elipses. En la siguiente seccon de ne breve-
mente lo que es la optimizacon, debido a que el ajuste de elipses peigdantearse
como un problema de optimizacon.

Desples se habla de los algoritmos evolutivos, porque englobania&arecnicas
para la solucon de diversos problemas, entre los cuales se encranios algoritmos
gereticos. Porultimo se mencionan algunos trabajos relacionag@on el trabajo pre-
sentado en esta tesis.

2.1. Elipse

Una elipse es la curva cerrada que resulta de la interseccon de unrmay un
cono. Una elipse es tamben el lugar geonetrico de todos los pasten el plano cuyas
distancias a dos puntos jos suman lo mismo. Las elipses son de ie®rdebido a que
al proyectar un crculo se forma una elipse, y los crculos son oligss muy comunes.

Elementos de una elipse

La elipse es una curva plana y cerrada, sinetrica a dos ejes pergenlares entre
s: el semieje mayora y el semieje menob, que son la mitad del eje mayor y el eje
menor respectivamente.
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Los focos de la elipse son dos puntos equidistantes del centro egjeeimayor, cuya
suma de las distancias desde cualquier punto en la elipse a los foco®mlstante.

Ecuaciones de la elipse

Existen diversas formas de representar una elipse por medio deagiones, a con-
tinuacon se mencionan las nas comunes.

La ecuacon de la elipse en coordenadas cartesianas, con centrekorigen es:

X2 2
o % =1 (2.1)

y con centro fuera del origen:

X x)*, (v ¥ _

1 2.2
2 7 (2.2)
La ecuacon de la elipse en coordenadas polares:
b
r()=4 (2.3)

cos( )? sen( )2
T T
La ecuacon paranetrica de la elipse con centro erx;y.) es:

X = X+ acos

y = y.+ bsen (2.4)
donde 2 [0;2 ).
La ecuacon general de las secciones @nicas es:
Ax?+ Bxy + Cy?+ Dx + Ey + F = 0; (2.5)

y describe una elipse cuandB? < 4AC.

2.2. Ajuste de curvas

El ajuste de curvas es el proceso por el cual se reconstruya enrva, o funcon
matematica, esta curva es la que se ajusta mejor a un conjunte ¢ountos dados, los
cuales posiblemente tengan una restriccon. El ajuste de curvasiede considerarse
como una interpolacon, si se busca un ajuste exacto en los dagt@ssolo como una
funcon suave que se ajusta a los puntos.
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Un area relacionada es el aralisis de regreson, que se enfocasnen temas de
inferencia estadstica tales como ajustar una curva presente en conjunto de datos
con errores aleatorios. El ajuste de curvas puede ser utilizadonmmuna ayuda para
la visualizacon de datos, inferir valores de una funcon donde no lainformacon
disponible sobre los datos, para deducir las relaciones entre dodalales, etc.

El ajuste de curvas es un tema importante en procesamientos dagenes y vison
computacional, sin embargo tamben es utilizado fuera de estogs®ditos.

A continuacon se de nian dos conceptos que son de importancjal ruido y los
puntos atpicos, debido a que al tomar muestras de algun experiemto, es conun que
dichas muestras contengan ruido y puntos atpicos. Por lo tantogra llevar a cabo
el ajuste de un conjunto de datos, hay que tener en cuenta gestos pueden estar
alterados por diversas razones.

Puntos atpicos

En estadstica, un punto atpico [13] es una observacon que eshunericamente
distante del resto de datos de un conjunto dado. En la gura 2.1 saiede ver un
ejemplo de puntos atpicos, en la cual se pueden observar sietenfos muy distantes
de la distribucon que forma la elipse.

En la pactica el conjunto de datos con el que se esa trabajaio puede tener una
gran cantidad de ruido, y al existir elementos muy alejados del mdderiginal,estos
repercuten sobre el ajuste que se este haciendo, los datos gaesncuentran alejados
del modelo original se conocen como puntos atpicos.

Los puntos atpicos son consecuencia de errores de almacenatoierrrores de
captura, errores de redondeo, errores de comunicacon, enttros. Estos puntos son
comunes en datos obtenidos de problemas reales, y en sistemasraaticos es conmun
gue estos puntos pasen desapercibidos.

Ruido estadstico

En computacon, ruido son los datos sin signi cado, que se produtsimplemente
como un subproducto no deseado de otras actividades. En partamien procesamien-
to de inagenes este ruido se genera al capturar la imagen. En la @2.2 se puede ver
un ejemplo de ruido estadstico, en la gura hay puntos que asensj una elipse, pe-
ro no se ven uniformes sino distorsionados, a dicha distorson se émace como ruido.
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Figura 2.1: Puntos atpicos

ruido
- Y

N
N

Figura 2.2: Ruido estadstico

Mnimos cuadrados

El netodo de mnimos cuadrados es un enfoque cormun para apxionar soluciones
en un sistema sobre determinado, esto es, un sistema de ecuasi@tmnde hay nas
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ecuaciones que inognitas. Los mnimos cuadrados signi can que eeducia al mni-
mo la suma de los cuadrados de los errores cometidos al resolveacamiacon.

Los mnimos cuadrados fueron descritos por primera vez por Gausn 1794 [14].
La aplicacon nas importante de los mnimos cuadrados, es en el agte de datos. El
mejor ajuste usando mnimos cuadrados, minimiza la suma de los en@e residuales
al cuadrado. Un error residual es la diferencia entre el valor dagicel valor obtenido
mediante un modelo matematico.

Los problemas de mnimos cuadrados pueden ser de dos tipos: linealeno linea-
les, dependiendo si los residuales son lineales en todas las in@gnitas mnimos
cuadrados lineales son un problema que ocurre en aralisis de regnesstos tienen
una solucon exacta (involucra la inverson de una matriz). Los meodos no lineales no
tienen una solucon exacta y son resueltos por netodos iteratigocon aproximaciones
sucesivas.

Mnimos cuadrados no lineales

Los mnimos cuadrados no lineales es la forma de mnimos cuadradasegse usa
para ajustar datos cuando se tiene un modelo no lineal, esto es, is@¢ un sistema
con m ecuacionesn in@gnitas y m > n. Esta es usada en aralisis de regresbn no
lineal.

En [15] se de ne el problema de mnimos cuadrados no lineal como sgu

Denicon 1  Problemas por mnimos cuadrados:
Encontrar x , un local mnimo para:

— 1)(“ 2
FOO= 2 (Fi) (2.6)

i=1

dondef; : R"! R;i=1;::;m son las funciones dadasgn n

Para resolver estos problemas se utilizan diversos netodos itawais, como el
descenso empinado, el algoritmo de Gauss-Newton, entre otrBsnetodo nas po-
pular para ajustar los mnimos cuadrados no lineales, es el algoritnu® Levenberg-
Marquadt.

Mnimos por valores absolutos

Debido a que pueden existir puntos atpicos, dichos puntos puedaiterar en gran
medida la solucon del problema al usar el cuadrado de la diferenciantonces un
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nmetodo nmas robusto es el uso de la suma de los valores absolutgsie es menos
sensible al ruido. Por lo tanto la funcon a minimizar sea ahora:

>(n - .
Fx)= Jfix)] (2.7)

i=1

El problema con este tipo de funcon es que no es derivable en el imo, lo que no
la hace viable para usarse con los netodos para mnimos cuadragsgo con neto-
dos de optimizacon no lineal, como los mencionados para los mnimosaclrado no
lineales. Aunque los netodos iterativos no nos garantizaran que Illsgmos aloptimo
global y el problema puede quedar atrapado en unoptimo local.

2.3. Distancia

Se de ne a la distancia o netrica como:

De nicon 2 Una funcon binaria d(a;b enX X 2 R que cumple con las siguien-
tes condiciones:

1. No negatividad:d(a;) 08a;b2 X

2. Simetra: d(a;b = d(b;ad 8a;b2 X

3. Desigualdad del trangulo:d(a;b d(a;c) + d(c; b 8a;b;c2 X
4. 8x2 X :d(x;x)=0

5. Six;y 2 X cumplen qued(x;y)=0) x=y

Distancia Euclidiana

La distancia o netrica euclidiana es la distanciaordinaria entre dos puntos y
esh dada por una brmula Pitagprica.

La distancia euclidiana entre dos puntox ey es el largo del segmento de Inea
gue los conecta. En coordenadas cartesianasxsk (X1;Xz2) ey = (y1;Y2) son dos
puntos en el espacio euclidiano de dos dimensiones, entonces la nicstadex ay, 0
dey a x est dada por:

d=" o0 7 i P 2.8)
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Distancia de Hausdor

Se de ne la distancia de Hausdor como:

Denicon 3 Seanu;v 2 R" y A;B R". La distancia normal maxima d; , las
semi-distanciasdist(:;:), y la distancia de Hausdor dy (:;:) de nidas como sigue:

1. d; (U;V) == MBX j=1on JUi Vi)
2. dist(u; A) :=nf x4 d; (U;V)
3. dist(B; A) :=sup,g dist(u; A)

4. dy(A;B) :=max fdist(A;B);dist(B; A)g

Cabe mencionarse que en conjuntos discretos (con los que sedjalen compu-
tacon) el n mo y el supremo son equivalentes al mnimo y maximo respectivamente.

2.4. Optimizacon

La optimizacbn es elarea de las matenaticas que intenta dar rgaiesta a los pro-
blemas donde se desea elegir el mejor entre un conjunto de elew&nEn su forma
mas simple, el problema puede de nirse como:

mn(max) f (x) (2.9)

dondex = fXq;::5;Xmg 2 X 2 R™ es un vector con las variables de decisonfy(x) es
la funcon objetivo, la cual determina la calidad de las posibles solucies.

Entonces el problema de optimizacon se puede ver como encomteh mnimo (o
maximo) valor que tomaam la funcon, con las variables de decisbnen el espacio de
soluciones factibles<..

Los problemas de optimizacon pueden tener restricciones, dicheestricciones se
pueden de nir con un sistema de igualdades o desigualdades, de laisigie forma:

gx) O
h(x) =0
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2.5. Algoritmos evolutivos

Los algoritmos evolutivos son tcnicas inspiradas en la biologa, diak heursticas
simulan el comportamiento evolutivo de las especies desde distintasos de vista,
y se usan para solucionar diversos problemas, en general cumplem los siguientes
requerimientos:

1. Funcon de aptitud: Esta es la funcon objetivo.

2. Codicar las estructuras: Para poder trabajar con las variabtede decisbn es
necesario trabajar con una representacon en particular de losdividuos.

3. Operaciones que afecten a los individuos: Para poder modi car & iodividuos
en cada generacbn es necesario el uso de operadores.

4. Mecanismo de seleccon: Se necesita de una manera espec eaapseleccionar
a los mejores individuos para asegurar que la solucon siempre mejar

Existen diversos tipos de algoritmos evolutivos, aunque guardan ofias semejan-
zas entre ellos que los hacen muy similares.

Existen tres paradigmas de algoritmos evolutivos principales:

= Programacbn evolutiva
» Estrategias evolutivas

= Algoritmos gereticos

Para esta tesis solo es de intees la ultima por ser con la que se tegha. A
continuacon se haa una breve mencon de los algoritmos gergtos, las estrategias
evolutivas, la programacon evolutiva, la evolucon diferencial (ED y la optimizacon
por acumulacon de partculas (PSO).

Algoritmos gereticos

Los algoritmos gereticos fueron desarrollados por Holland a prinags de 1960
para resolver problemas de aprendizaje de maquina.

El funcionamiento de los algoritmos gereticos se describe en el aigoo 1.

En los algoritmos gereticos es usual que se use representaconapia. Las partes
gue de nen a un individuo en un algoritmo geretico son los cromosom# el fenotipo,
los cromosomas son la representacon de los individuos con la cuatredaja dentro
del algoritmo, mientras que el fenotipo es la representacon de lowdividuos en el
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Algoritmo 1  Algoritmo geretico
Generar una poblacon inicial de individuos de manera aleatoria.
Calcular la funcon de aptitud de cada individuo en la poblacon
repeat
Seleccionar individuos en base al valor de aptitud
Aplicar operador de cruza
Aplicar operador de mutacon
Calcular la funcon de aptitud de cada individuo en la poblacon
Conservar el mejor individuo para la siguiente generacon
until La condicon de paro se cumpla
return Mejor individuo

contexto del problema a resolver. La aptitud por otro lado es el a que tiene cada
individuo y con el cual se sabe qte tan bueno es.

Cada que iteramos el algoritmo obtenemos una nueva generacalicha genera-
con es el conjunto de individuos que van cambiando en cada iterani debido a los
operadores.

El operador de cruza se encarga de tomar dos individuos de la gagen actual
y combinarlos para generar un nuevo individuo, mientras que el opéor de muta-
con se encarga de modi car el individuo para crear uno nuevo. Calresaltar que los
operadores se aplican dependiendo de una probabilidad, al igual geenecesita de
una seleccon para poder conservar al mejor individuo.

Aplicaciones
Los algoritmos gereticos tienen aplicaciones en diversasareas:
= Gestores de bases de datos
= Optimizacon
» Aprendizaje de maquina
= Visbn
= Generacon de gramaticas para lenguajes formales
» Trayectorias de robots

= Entre otras.
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Estrategias evolutivas

Estas estrategias simulan la evolucon biobgica a nivel de individuo. fiElas estra-
tegias evolutivas existen los operadores de cruza, sin embarggoerador de mutacon
es el que tiene mayor peso dentro de dichos algoritmos. Una caeastica peculiar
es que solo los mejores individuos pasan a las siguientes generacitassestrategias
evolutivas usualmente usan representacon real.

Aplicaciones

Las estrategias evolutivas tienen aplicaciones en diversasareas:

= Disefo en ingeniera

Magnetismo

Biogqumica

Optica

Entre otras.

Programacon evolutiva

La programacbn evolutiva poneenfasis en la relacon entre padss e hijos, en lugar
de emular operadores gereticos (como los algoritmos gereticok) algoritmo kasico
de la programacon evolutiva se describe en el algoritmo 2.

Algoritmo 2 Programacon evolutiva
Generar una poblacon inicial de manera aleatoria.
Aplicar mutacon
Se calcula la aptitud de cada hijo y se usa un proceso de seleccon raet torneo
para decidir cuales selan las soluciones que se conservaan.

La programacon evolutiva abstrae la evolucon al nivel de las espes, y no re-
quiere de un operador de recombinacon. De la misma manera, utilizalsccon pro-
babilstica.

ED

La ED es una rama de la computacbn evolutiva, cuyo algoritmo kas@se describe
en el algoritmo 3.

En la ED, las variables se representan mediante rumeros reales.r@aenerar
la poblacon inicial debe estar dentro de Imites requeridos, y en da iteracon se
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Algoritmo 3 Algoritmo kasico de la ED
Generar una poblacon inicial.
Aplicar mutacon
Aplicar recombinacbn
Aplicar seleccon.

seleccionan tres individuos como padres, y se aplican los operada@s los cuales
dependiendo de una probabilidad se genera un nuevo individuo, quiswmbrevivia si
es mejor que un individuo seleccionado de manera aleatoria.

La ED di ere de los algoritmos gereticos en que:

» Usa representacon real en vez de binaria
= Se usan 3 padres en vez de 2

= Se genera un solo hijo de la cruza yesto pasa solo con la perturloacde uno
de los padres

= El nuevo individuo remplaza a otro individuo elegido aleatoriamente sok es
mejor.

PSO

PSO es una heurstica de lusqueda (que puede considerarse ailgao evolutivo)
gue simula los movimientos de una bandada de aves que aspiran ermeosntomida.
La relativa simplicidad de PSO y el hecho de que es una ecnica basastapoblacon,
la hacen muy popular. Al igual que ED utiliza una representacon rda

Originalmente fue adaptado para el equilibrio de pesos en redes mamales, y
pronto llego a ser un optimizador global muy popular, principalmenteneproblemas
en que las variables de decisbn eran rumeros reales.

Operadores locales

Como se ha mencionado en los algoritmos evolutivos existen diversperadores
gue hacen cambiar a los individuos de generacon en generaconnda intencon de
mejorar la kusqueda. Los operadores locales son netodos quai@an dependiendo
del problema, a buscar mejores soluciones.

La idea principal del operador local es hacer una husqueda conualgalgoritmo
evolutivo, y dada una probabilidad se aplica un operador local segalgun criterio
dependiente del contexto del problema a resolver, para buscatugiones locales.
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2.6. Estado del arte

Hay muchos trabajos relacionados con esta tesis, pero se mera@nsolo algu-
nos. Para empezar, los trabajos mas importantes para esta tesEn [16] los autores
presentan un nmetodo para ajustar elipses, que es un netodo slar al presentado
en esta tesis, con la diferencia de que solo sirve para ajustar dasi El siguiente
trabajo es [9] donde los autores presentan un netodo de RANSASN la mediana
de los mnimos cuadrados como funcon de aptitud, y otro netodausando ED con
la suma de distancias euclidianas como funcon de aptitud. Ademasse el popular
nmetodo de Fitzgibbon [6] para ajuste de elipses, que sera usadoeste trabajo.

En las siguientes secciones se describen algunos netodos exisgesbbre el ajuste
de elipses.

2.6.1. Deteccon de crculos en inragenes usando algorit mos
gereticos

En [16] los autores presentan un netodo para extraer crculoseduna imagen
usando algoritmos gereticos. La idea fundamental es como sigue:partir de un
conjunto de puntos dadoP = fp;po; i png, Se eligen tres puntos aleatoriamente
fpspsmg 1 p=(X;y) B =(X5Y) P«=(Xk Yk), Y S€ usa una ecuacobn para
aproximar un crculo que cruce por estos tres puntos, la ecuanpes la siguiente:

(X Xo)’+(y Yo)?=r? (2.10)
donde
sz+ yjz Exi+ ylg ZEy,- yi%
Xg* Vi (XT+y9) 20y i
= : 2.
I T(CR TS B OIS | (VRNEYS 1)
206 X)) XP+YE (XY
_ 2(xk - Xi) Xty (XF+yP) _
VTS YRS B O TR 1§ (212)
y
=" xZH (Y Yo (2.13)

desples se revisa el rumero de puntos en la imagen que estanlarcircunferencia del
crculo.

Un algoritmo geretico mejora la busqueda del mejor crculo queesajusta a estos
puntos dependiendo de una funcon de aptitud, que cuenta los pws en la imagen
gue estin en la circunferencia encontrada con las ecuacioneseaiares. Este algorit-
mo usa como cromosomas los ndices de los puntos y el metodo diesedn de ruleta.
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Adenas usa un operador de cruza de 1-punto y un operador de tacbn por bit.

2.6.2. Ajuste directo de mnimos cuadrados

En [6] los autores presentan un netodo para ajustar elipses. Estretodo es una
referencia popular en el problema de ajuste de elipses, porque ey mciente, aun-
gue tiene el problema de no ser robusto en conjuntos de datos goaetengan puntos
atpicos.

2.6.3. Transformada de Hough

Existe una gran cantidad de trabajos relacionados con la transfoada de Hough
debido a su popularidad para resolver ajuste de datos. Todos ella® sobustos en
conjuntos de datos con ruido, pero no son buenos para problenugsvarias dimen-
siones, porque tienen un alto costo computacional para un desesnp robusto.

Varios investigadores han propuesto modi caciones a la transfoaaia de Hough
original para resolver el problema de ajuste de elipses, como la sormada de Hough
aleatoria [17], transformada de Hough probabilstica [18], transfmada de Hough res-
tringida [19], transformada de Hough difusa [20], transformada deoHgh generalizada
[21], entre otros.

2.6.4. Extraccon de elipses robusto y apido usando un al
goritmo geretico con nmultiple poblacon

Este netodo, publicado en [12], propone un algoritmo para obtenerultiples
elipses a partir de imagenes, no sus paametros. Pero usando Efgpses obtenidas, se
puede meter en un algoritmo que obtenga nultiples elipses y obtenles paametros
de todas ellas, mostrando as una aplicacon en la que se puede ugh ajuste de
nultiples elipses.

Para resolver el problema usa un algoritmo geretico con mnultiplesgblaciones,
gue es hcilmente paralelizable, y que permite hacer mas apido @rocedimiento.

2.6.5. Deteccon de elipses por EM

En [8], se reporta una aplicacon del ajuste de nultiples elipses, pponendose
como solucbn un algoritmo EM sin restricciones, que busca elipses am imagen y
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selecciona un subconjunto de puntos, que se ajusta utilizando Ejaitmo de Leven-
berg Marquadt.

2.6.6. Heursticas tipo RANSAC

En [10] y en [11], se proponen dos heursticas parecidas a RANSACirven para
la deteccon de elipses. RANSAC funciona kasicamente tomando restras aleatorias,
gue desples se ajustan utilizando alguna ecnica tradicional, caajuste algebraico,
y se contirua el proceso eliminando puntos para que el ajuste s@rte ©lo una de
una parte.

En [11], el algoritmo propuesto busca los centros de las elipses y desjos ajusta
con alguna ecnica determinista.

2.6.7. Obtencon de nultiples elipses mediante Evoluci on Di-
ferencial

En [9] se describe un nmetodo para encontrar nultiples elipses, alal utiliza como
funcon a minimizar las distancias euclidianas, las cuales son no linealelsacen difcil
su tratamiento por netodos deterministas, por lo cual se usa urgoritmo evolutivo,
en este caso Evolucon Diferencial.

Este minimiza las sumas de distancias euclidianas descritas en [22], y c@10
restriccon el rumero de puntos utilizados. Adermas propone ua heurstica para en-
contrar multiples elipses.

La funcon de aptitud que utiliza es:

X
a(x) = di(p’p% (2.14)

Donded; es la distancia euclidiana entre el puntp? de los datos y el puntgp®en
la elipse.

Dos modi caciones se agregan para mejorar el ajuste: lo lastdigcias menores
gue un umbral T sean tomadas en cuenta, y al mismo tiempo, el rumero de purgo
usados para el ajuste sera maximizado.

Entonces, el problema es minimizar la funcon:

2T(n m) 1 X .
g0 = 20 27 g g i < T (2.15)
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El problema con este netodo es que puede fallar para un rumeroagde de elip-
ses y que necesita que se sepa informacon de las elipses parainggtrel espacio de
kusqueda, lo cual para netodos autonaticos, es un problema.
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Ajuste robusto de una elipse

Tal como se describd en la introduccon, el ajuste de elipses casie en encontrar
los paametros que de nen una elipse, el rumero mnimo de pametros necesarios
para representar una elipse en un sistema coordenado de dos dsiwres es 5, que
pueden ser el semi eje mayor, semi eje menor, las coordenaghsehtro de la elipse y
elangulo del semi eje mayor con respecto al eje de las absci€2is0s paametros que
tamben sirven para describir una elipse son los 5 coe cientes de lauacon general
de las secciones mnicas (2.5).

En diversasareas del conocimiento es comun trabajar con eliggeen vison par-
ticularmente se trabaja con elipses debido a que la proyeccon de arculo es una
elipse, un ejemplo se muestra en la gura 3.1, y un crculo se encusmiconunmente
en los objetos hechos por el hombre. Al momento de extraer elgpse da el caso en el
gue las muestras o puntos extrados contienen ruido y puntos ptcos, lo que puede
complicar el ajuste de la elipse dependiendo del nivel de ruido y/o gaos atpicos.

En la gura 3.1 podemos ver un ejemplo de los puntos de dos elipsesadas de
una imagen, la gura 3.1(a) es una imagen tomada de un paton derculos conentri-
cosyla gura 3.1(b) son los puntos extrados de la imagen, los cualesntienen puntos
atpicos.

Existen dos maneras de resolver el ajuste de elipses, por nets@malticos o por
metodos probabilsticos. Los netodos analticos o determinisas, se caracterizan por
ser completamente predecibles, en los cuales no est involucratl@zar, por lo cual
una misma entrada producia la misma salida. Los netodos probabilias a diferencia
de los deterministas obtiene el resultado tomando algunas deciswré azar, por lo
cual a partir de una misma entrada se pueden obtener diferentessultados.

Los netodos deterministas incluyen el popular nmetodo de la trariermada de
Hough [23], ajuste euclidiano [24], ajuste algebraico [6], entre otra®s netodos
probabilistas incluyen la ecnica RANSAC [25], algoritmos evolutivos [9]recocido
simulado [26], entre otros.
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(a) Imagen (b) Puntos extrados

Figura 3.1: Puntos extrados de una imagen de un paton de s crculos conentricos.
Claramente se nota que los dos crculos se proyectan como s&lipses.

Los netodos deterministas tienen la desventaja de ser sensibldespuntos atpi-
cos, por lo que la precison de sus resultados se ve disminuida si hayacantidad
considerable de puntos atpicos. No obstante tienen la ventaja deer e cientes en
erminos de consumo de tiempo computacional, sobre todo en unnganto de datos
con ausencia de puntos atpicos.

Los netodos probabilistas tienen la ventaja de ser robustos a losos atpicos,
sin embargo, son usualmente lentos en erminos de tiempo, y hayliapciones que
requieren de una ejecucon apida.

El enfoque del trabajo en esta tesis, es probabilista. Sin embarge importante
mencionar a los netodos analticos, ya que una parte de este trajo hace uso de
estos netodos.

En la seccon 3.1 se mencionaan algunos nmetodos deterministagientras que en
la seccon 3.2 se mencionaan algunos nretodos probabilistas pdptes para el ajuste
de elipses.

3.1. Ajuste por netodos analticos

Como se mencioro existen diversos nmetodos deterministas parmsplver problema
de ajuste de elipses, los mas comunes son los nmetodos basadoajaste por mnimos
cuadrados, que se centran en encontrar el conjunto de pamtros que minimiza al-
guna netrica entre el conjunto de datos y la elipse.
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Dentro de las netricas que se manejan para hacer el ajuste ponimos cuadra-
dos, se tienen la distancia euclidiana, la distancia ortogonal y la dist@a algebraica
principalmente.

A continuacbn se describian muy brevemente tres de los netoas nmas populares
y sencillos para resolver el ajuste de elipses, que son el ajustetalgeo, el ajuste por
mnimos cuadrados usando el netodo de Gauss-Newton y nalmén el ajuste por
mnimos cuadrados usando el netodo de Levenberg-Marquadt.

3.1.1. Ajuste algebraico

El ajuste algebraico o directo, es probablemente el netodo masmple para resol-
ver el problema de ajuste de elipses, este netodo est basadol@ minimizacon de la
suma de distancias algebraicas del conjunto de datos dado a la elipgee propuesto
en [6] y mejorado en [27].

Como se mencioro en el captulo 2, en la mg. 8, una elipse puede sepresentada
implcitamente por sus coe cientes en la ecuacon general de saglo grado de las
®nicas (2.5), que podemos expresar en forma vectorial de la seggue manera:

F(AIV)= A V= ax?+ hyxy + coy? + dox + epy + fo = 0; (3.1)
dondeA = [ag; by; Co; do; €0; fo]T Y V = [X%xy; y% x;y; 1.

F(A;V)) es llamada la distancia algebraica de un puntp, = (x;y) a la elipse
F(A;V) = 0,esto quiere decir que para calcular la distancia algebraica de ysunto
a una elipse, solo hay que sustituir el punto en la ecuacon que de rela elipse.

El ajuste algebraico consiste en minimizar la suma de las distancias algécas al
cuadrado

X
g(A) = (A W)’ (3.2)

1=1

de la elipse a loN puntos V. La ecuacon general de las secciones @nicas, describe
una elipse cuando se cumple la condicolf  4ac < 0. El problema puede resolverse
si se ja la restriccon, por ejemplo al? 4ac= 1, que esigual adc K’ =1.Esta
condicon se puede representar en forma matricial de la siguienteanera
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0 1
0 0 2000
0 1000
2 0 00O
AT 50 000 A=1 (3.3)
0 00O
0 0 0O0O0O

y se puede utilizarATCA = 1 como restriccon en el problema a minimizar, dond€
es la matriz de restriccon.

En [28] se mosto que la minimizacon (3.2) puede ser resuelto consrdndo un
sistema generalizado de eigenvalores

DTDA = CA; (3.4)

dondeD =[Vq;V,;::V,]" es llamada la matriz de disero.

Entonces el problema de ajuste de elipses se reduce a

F = kDAK?

3.5
sujetoa ATCA=1 (3:9)

Usando multiplicadores de Lagrange y diferenciando, se obtiene usteama de ecua-
ciones simultaneas

2D'DA 2CA =0

3.6
sujetoa ATCA=1 (3:6)

Que se puede reescribir como

SA= CA

3.7
sujetoa ATCA=1 37

La ecuacon (3.7) es el problema generalizado de eigenvalores,opgrse reordena
las matriz S en sub-matrices de tamano 3 3 como en [27]

S]_ 82 A]_ — Cl 0 Al
S S A 00 A (3.8)

sujetoa ATCA=1
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donde
0 1
0 0 2
c.=@ 1 OA (3.9)
2 0 O
Desarrollando la ecuacon (3.8) se obtiene
SlAl + SzAz = C 1A1
S;AL+ S3A,=0
2T e (3.10)

A,= S;'SIA;
(S1 $:S;'S))A1= CiA;

gue sigue siendo el problema generalizado de eigenvalores y eigéonesc Si se desa-
rrolla y sustituye con nuevas variables queda como

C,H(S1 SS;'S))A1 = A,
MA;= A, (3.11)
sujetoa A[Ci1A; =1

dondeM = C, (S, $,S;'S)) es una matriz dispersa reducida de tamaso 33, con
lo que el sistema se puede resolver como se detalla en [28] y es eqoteadeencontrar
las races de una ecuacon abica.

Una vez encontrada , se calculaA, y se transforman los paametros implcitos en
paametros explcitos; esto es, se transforman los coe cie@sA = [ag; by; Co; do; €; fo] "
en los paametros @;b;x.;Y.; ). Sin perder generalidad el vectoA puede ser expre-
sado comoA = [a% 2P ¢ 2d% 2f % g9, y los pammetros explcitos se calculan usando
las siguientes ecuaciones

_ > 2@% ®+ cH®+ g 20T °  a%Yd (3.12)
(2 a9 (@ )Z+40% (a%+ 9] |
_ > 2(8% @+ YR + g¥® 2T a%ky) (3.13)
(R a9 (@ O2+4E (a0+ O |
e pro
Xe= 5o (3.14)
%0
Ye = T a0 (3.15)
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8
% 0 paralP=0y a’< c?
paralP=0y a’> c°
K0
E arctan( —0—0) para b06 0 y a0< CO (3.16)
arctan( )

52 paral’6 0y a’>c°

Este netodo es muy e ciente en cuanto a consumo de tiempo de @jeon se
re ere, aunque tiene el inconveniente de no ser lo su ciente roliasen datos con
muchos puntos atpicos.

3.1.2. Regreson no lineal
Gauss-Newton

El ajuste por mnimos cuadrados para ajustar elipses con el netlo de Gauss-
Newton utiliza como nretrica o funcon a minimizar las distancias ortognales a dife-
rencia del ajuste algebraico, donde se usaba la distancia algebralda ejemplo del
nmetodo de Gauss Newton para resolver el problema de ajuste dpses es presentado
en [4] donde adenas habla de otras secciones ®nicas, que nod®intees para este
trabajo.

El netodo de Gauss-Newton se utiliza para resolver problemas no dales de
mnimos cuadrados cuya funcon sea derivable. Es una modi caap del netodo de
optimizacon de Newton que no usa segundas derivadas.

El problema general que resuelve es:

dadas m funcionesf;::;;f, de n paametros p;;::;;p, con m n, queremos
minimizar la suma

xn
F(P)=  (fi(P))? (3.17)

i=1

donde,P se re ere al vector Q1;::; pn).

El metodo de Gauss-Newton est basado en una aproximacon leal a los compo-
nentes de la funconF en el vecindario deP, Gauss-Newton usa la primera derivada
de los componentes de la funcon a minimizar. Gauss-Newton es uretmdo iterativo,
en casos especiales este nmetodo entrega una convergencia atical
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Levenberg-Marquadt

El algoritmo de Levenberg-Marquardt proporciona una soluconumerica al pro-
blema de minimizar una funcon, generalmente no lineal, sobre un egpade paame-
tros de la funcon. Estos problemas surgen especialmente en alisig de curvas por
mnimos cuadrados y programacon no lineal.

El algoritmo intercala entre el algoritmo de Gauss-Newton y el metdo de des-
censo de gradienteEste es mas robusto que Gauss Newton, lo que signi ca que en
muchos casos se encuentra una solucon, incluso si se inicia muydejel mnimo. Por
otra parte, para funciones con buen comportamiento y paameds iniciales razona-
bles, el algoritmo de Levenberg Marquadt suele ser mas lento quele Gauss Newton.

Levenberg Marquadt es un algoritmo muy popular para ajuste de as utilizado
en muchas aplicaciones de software para resolver problemas geos de ajuste de
curvas. Es de intees para esta tesis porque tamben puedersdilizado para resolver
el problema de ajuste de elipses [8] de una manera determinista.

3.1.3. Comportamiento de los netodos analticos con una
elipse

Como se mencioro, los nmetodos analticos obtienen buenos réados en el ajuste
de una elipse, en la gura 3.2 se puede observar un ejemplo de la elipseostrada
por el netodo algebraico, de Gauss-Newton y de Levenberg-Maadt. Sin embargo,
los metodos analticos tienen problemas con conjuntos de datagie contienen puntos
atpicos, como se puede observar en la gura 3.3, donde se mueslka elipse encon-
trada en un ejemplo con la misma elipse de la gura 3.2, pero con tresnpos atpicos.

600 T T T T T 600 T T T T T 600

500 - Bl 500 B 500

400 B 400 B 400

> 300 B > 300 1 > 300

200 - B 200 - 1 200 -

100 - B 100 |- 1 100 |-

0 0 0

I I I I I I I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
X X X

(a) Metodo algebraico (b) Metodo de Levenberg- (c) Metodo de Gauss-Newton
Marquadt

Figura 3.2: Elipses encontradas en un conjunto de puntos conna elipse sin puntos atpicos

En las guras 3.2(a), 3.2(b) y 3.2(c), se puede ver que en ausence&rdido y pun-
tos atpicos, los metodos deterministas obtienen una elipse que agusta muy bien a
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600 T T T T T 600 T T T T T 600

500 - . B 500 - . B 500 -
400 400
> 300

200 - 200 -

100+ 100 -

0 I I I I I I I I I I 0 I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600

X X X

(a) Metodo algebraico (b) Metodo de Levenberg- (c) Metodo de Gauss-Newton
Marquadt

Figura 3.3: Elipses encontradas en un conjunto de puntos comna elipse y tres puntos
atpicos

los puntos del conjunto de datos. En cambio, en las guras 3.3(88,3(b) y 3.3(c), se
observa la elipse resultante con los mismos puntos de las elipses @nes, pero con
tres puntos atpicos.

Los resultados detallados se muestran en el captulo 5, seccori%en la pag. 49).

3.2. Ajuste por netodos probabilistas

Como se dijo, adenas de los netodos deterministas, existen logtados probabi-
listas, que son netodos que usan alguna heurstica con toma decit@ones arbitrarias
en favor de mejorar la lusqueda de una solucon para el problende ajuste de elip-
ses. Los netodos deterministas son muy sensibles a puntos atps; por lo que surge
la necesidad de algoritmos robustos para resolver problemas doftakedatos que se
tienen estin inmersos en puntos atpicos.

En las siguientes secciones se mencionaan algunos netodos jtmbstas popula-
res para resolver el ajuste de elipses.

3.2.1. RANSAC + MMC

RANSAC es un netodo probabilista para estimar paametros de utmodelo ma-
termatico a partir de un conjunto de datos que contiene puntos gicos. RANSAC fue
publicado por primera vez en [25].

En [9] los autores presentan dos netodos robustos para ajustlipses. El primer
nmetodo es RANSAC + MMC (donde MMC es la abreviacon de ‘'mnima medana
de los cuadrados'). El funcionamiento de RANSAC + MMC lo podemos wen el
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algoritmo 4.

La funcon que se utilio para resolver el problema fue:

& :R°! R
X 3.18
o(x) = mediana  d(p p%? (3.18)
i=1
donde d() es la distancia euclidiana entre el punto del conjunto datbs y el contorno
de la elipse.

RANSAC se encargo de buscar el mnimo de esta funcon, o sea geietregai la
mejor elipse cuya suma de distancias ortogonales entre los puntols elipse al cua-
drado es mnima.

Algoritmo 4 Heurstica RANSAC + MMC
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = fps; p2; i35 ph 0
Entrada: Probabilidad de encontrar puntos atpicos en el conjunto de da® ;
Entrada: Probabilidad de que los puntos a ajustar sean puntos de la elipge
Salida: Paametros de la elipseE = fa;b;x;y. g
Determinar el rumero de iteraciones a realizar con la ecuacom = %
i=0
while i 6 m do
Seleccionar cinco puntos aleatoriamente d&
Ajustar los puntos y obtener una elipse candidat&
Obtener las distancias ortogonaleR = fry;ry;:::;r,g de cada punto enP a E
Obtener la mediana del conjuntdR
Calcular el factor de escaldy = 1:4826(1 + n—55) med.
CaICL{Iar el conjunto de pesos inicialed/; = fwy;:::g con

1 25
W = ) .‘?_0. )
0 : JC—'OJ > 2.5
if la mediana actual es menor a la de la iteracgn anteridihen
q N owir2
Calcular el factor de escala nal usandocy = P4t
i=1 1
Calcutar el conjunto de pesos nale¥V; con
1 . 425
W = ' Gt .
. Jri .
0 : o > 2.5

Realizar el ajuste con los puntos dB que tengan un peso naw; =1
Almacenar los paametros de la elips&
i= i+l
return E
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Ajuste tipo RANSAC

Si se quisiera encontrar el mnimo de la funcon descrita en la ecuaw (3.18), 0
alguna otra funcon de aptitud, se necesitara calcularc = [ combinaciones. Para
valores grandes de, c es un rumero muy grande, por lo que una heurstica como

RANSAC reducia considerablemente la lusqueda.

En general una forma probabilista que reduce dicha husqueda esdescrita en el
algoritmo 5, que es el funcionamiento kasico de RANSAC, aunque RISAC utiliza
brmulas propuestas en la literatura para mejorar la busquedaPor lo tanto, a partir
del algoritmo 5 se pueden proponer nuevas formas de mejorar lss@pueda, que puede
variar dependiendo del enfoque que se de al problema. En estastes propuso mejo-
rar dicha bhusqueda con ayuda de un algoritmo geretico, dicha énica seil detallada
en la seccon 4.1, en la m@g. 38.

Algoritmo 5 Heurstica para ajustar una elipse
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = fps; p2; 5 ph 0
Salida: Pamametros de la elipseE = fa;b;x;y.; 9
B=0
repeat
Seleccionar cinco puntos aleatoriamente d&
Ajustar los puntos usando el ajuste algebraico y obtener una elgsandidata
Evaluar la elipse candidata mediante una funcon de aptitud
if El valor de aptitud es mejor que Bthen
B = valor de aptitud
E = los paametros de la elipse candidata
until La condicon de paro fue alcanzada
return E

3.2.2. Evolucon diferencial + suma de distancias ortogon ales

El segundo netodo presentado en [9] es llamado ED +SD (donde S®la abrevia-
con de 'suma de distancias ortogonales'). Este netodo resuelvepeoblema usando la
ED para encontrar la mejor solucon con suma de distancias ortogales como funcon
de aptitud y se puede ver su funcionamiento en el algoritmo 6.

El ajuste de elipses usando la suma de distancias ortogonales, es fomma de
hacer mas robusto el ajuste de elipses, al ser menos sensiblessaplintos atpicos.
La funcon de aptitud sela entonces:
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g:R°! R

X
gi(x) = di (3.19)

i=1

donded; es la distancia euclidiana entre un punto del conjunto de datos y la &g

Algoritmo 6 Heurstica ED + SD

Entrada:
Entrada:
Entrada:
Entrada:
Entrada:
Entrada:
Entrada:
Entrada:

Un conjunto de puntos dadoP = fpy; p2; i png

Valor de umbral T

Tamano de poblacon

Numero de generaciones maximaGmax

Factor de recombinaconCR

Factor de diferenciaF

Valor de diferencia entre el maximo y mnimos

Lmites superior e inferior de los paametros &; b; x.; Y., )

Salida: Paametros de la elipseE = fa;b;x;y.; g
Generar la poblacon inicial X = fX3;::;Xng
Calcular el valor de aptitud de cada individuo con la funcon de aptitud(en este
caso suma de distancias ortogonales)

k=0

repeat

fori=1to do
Se seleccionan tres ndicebl q;1,;139 2 diferentes de manera aleatoria
Seajang 2 [1;5] un entero aleatorio
for j =1 to 5do

0 —
Xij =

Xitg + F(Xiy  Xit,) 1 sirand() <CRO | = jrang
0 . caulquier otro caso

if el valor de aptitud dex® es menor quex; then

X; = x!

min = valor de aptitud mas pequeno de los individuos d&
max = valor de aptitud nmas grande de los individuos deX

k
until

return

k+1
max min<s o0k >G nax

E

Para hacer mas robusto el ajuste de elipses se agregaron algunastricciones y
se modi © la funcon de aptitud quedando de la siguiente forma:

®:R°! R
2U(n m) 1 X 4 (3.20)
n m '
si dj<U

G(X) =
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donden es el rumero total de puntos ym el rumero de puntos cuya distancia es
menor que el umbralU.

3.23. PSO +SD

Porultimo, se tiene el algoritmo de optimizacon por acumulacon departculas,
cuyo funcionamiento se puede ver en el algoritmo 7 y que trabaja awue ED + SD,
pero con el algoritmo PSO en lugar de ED, para la usqueda del mniondel problema.

Esto fue con la intencon de comparar las diferencias entre estog@ritmos evo-
lutivos, muy populares en la literatura especializada.

PSO fue propuesto originalmente en [29] para resolver problemasogéimizacon.
Es un algoritmo basado en poblaciones que a su vez se basa en la siimaldel com-
portamiento del vuelo de las aves.

A continuacon esan algunos erminos usados en el algoritmo PS[30]:

= Acumulacon . Es la poblacon del algoritmo.

= Partcula . Son los miembros o individuos de la acumulacon. Cada partcula
representa una posible solucon del problema que se est resohde.

» pbest. Es la mejor posicon que ha tenido una partcula dada (esto es, lagsicon
donde el valor de aptitud fue el mas alto).

» gbest. Es la mejor posicon en toda la acumulacon.
= Lder . Es la partcula con la mejor posicon.

= Velocidad . Es el vector que determina en que direccon necesita moverseaun
partcula, para que mejore su posicon.

= Ponderacon de inercia . Denotado porW, la ponderacon de inercia se emplea
para controlar la variacon de la velocidad debida a las velocidades @ntores
en una partcula dada.

= Factor de aprendizaje . El factor de aprendizaje, son las constant&s; y C,.
C, representa el factor de aprendizajeognitivo, mientras queC, representa el
factor de aprendizajesocial

Seax i(t) la posicon de cada partcula en la |posmom en el pasa, que cambia
dependiendo de la velocidadv ; i(t). La posicon’ xi(t) se calcula con la siguiente
ecuacon:
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Pxi) = Xt 1)+ vt (3.21)

El vector velocidad v i(t) re eja la informacon del cambio posicon y se calcula
con la siguiente ecuacon:

PVit) = WVt 1)+ Corf(X pres; | X (D) + Corad( Xgeest © Xi(1)  (3.22)

dondery;r;, 2 [0; 1] son valores aleatorios.

Algoritmo 7 Heurstica PSO + SD
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = fps; p.; 5 png
Entrada: Valor de umbral T
Entrada: Tamano de poblacon
Entrada: Numero de generaciones maximdsax
Entrada: Constantes positivasC, y C,
Entrada: Ponderacon de inerciaW
Entrada: Valor de diferencia entre el maximo y mnimos
Entrada: Lmites superior e inferior de los pamametros &; b; x.; Y., )
Salida: Pamametros de la elipseE = fa;b;x;y.; 9
Generar la poblacon inicial X = fX3;::;Xng
Calcular el valor de aptitud de cada partcula o individuo con la funcom de aptitud
(en este caso, suma de distancias ortogonales)
Calcular la velocidad de cada partcula
Obtener el Ider
k=0
repeat
fori=1to do
Obtener la nueva posicon de cada partcula
Evaluar y obtener su funcon de aptitud
Obtener la mejor posicon de la partcula
Obtener su nueva velocidad
Obtener el nuevo Ider
min = valor de aptitud mas pequefo de los individuos d&
max = valor de aptitud mas grande de los individuos deX

k k+1
untii max min<s ok > G
return E

Los resultados detallados de las heursticas se muestran en el tcép 5, seccon
5.1 (en la mg. 49).
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Ajuste robusto de nultiples elipses

Para llevar a cabo el ajuste de elipses es necesario encontrar loa@npetros que
de nen una elipse, una manera de hacerlo es con RANSAC, comaaedescrito en el
algoritmo 5 (en la m@g. 32). Si se hace la busqueda de una maneratdrminista por
fuerza bruta tomara mucho tiempo llegar a la solucon, sin embargosi utilizamos
un procedimiento probabilista como el del algoritmo 5, el tiempo deegucon para
obtener resultados aceptables se reducira considerablemente.

En este trabajo se propone agregar un algoritmo geretico al akgmo 5, para me-
jorar la husqueda de la solucon. Se eligd un algoritmo geretico polas caractersticas
del problema, el algoritmo 5 usa cinco puntos tomados de manera @eatoria, los
cuales se ajustan con algun nmetodo determinista y se evaliaroa una funcon de ap-
titud. Entonces el algoritmo geretico puede mejorar la husqueal debido a queestos
han mostrado tener buen desempeno para aplicaciones de optichra Si se toman
los cinco puntos como ndices, este sela un enfoque propicio @autilizar representa-
con binaria, la cual es utilizada por los algoritmos gereticos.

El ajuste de nultiples elipses es un problema derivado del ajuste dea elipse, la
diferencia radica en que el conjunto de datos representa no us&o varias elipses.
Entonces el ajuste de mnultiples elipses puede verse como la obtamde los paame-
tros de cada elipse en un conjunto de datos con varias elipses dadgscitamente.
La forma en queesto se lleva a cabo es ajustando una elipse en ejuao de datos,
desples se borran los puntos que describen dicha elipse y se haaguste de otra
elipse con los demas puntos, repitiendo este proceso hasta eniartodas las elipses.

En la seccon 4.1 se describia el metodo propuesto en esta tegiara la resolucon
del problema de ajuste de elipses. En la seccon 4.2 se explicaan faaciones de
aptitud propuestas para resolver el problema de ajustes de elips&n la seccon 4.3
se mostraan las caractersticas extras agregadas al algoribngeretico. Por ultimo
en la seccon 4.4 se describia el metodo propuesto para ajustaarias elipses en un
conjunto de puntos dado.

37



38 Captulo 4

Tabla 4.1: Paametros para el algoritmo geretico

Paametro Valor

Tamano de poblacbn 70

Numero de generaciones| 5000
Probabilidad de mutacon | 0.15
Probabilidad de cruza 0.6

4.1. RANSAC + Algoritmo geretico

Para mejorar la heurstica presentada en el algoritmo 5 y de una mara similar
a como se hace con RANSAC, se propone agregar un algoritmo geepara solu-
cionar el problema de encontrar los cinco mejores puntos que reggntan a una elipse.

El funcionamiento kasico de un algoritmo geretico se puede ver el algoritmo
1, en el que se genera una poblacon a la que se aplican diferentesragores para
generar nuevas poblaciones hasta obtener un buen resultado.

El desempeno del algoritmo geretico depende de los paametrdel mismo y de
la robustez de la funcon de aptitud elegida. En este trabajo se utiiazin algoritmo
geretico gererico con las instancias y nmetodos conunmente aslas en elarea, un
operador de cruza y uno de mutacon, cabe mencionarse que seguso un operador
de lusqueda local que se explicaa en la seccon 4.3.1. Los patnos usados en el
algoritmo geretico propuesto pueden verse en la tabla 4.1.

Dado que el algoritmo propuesto toma como referencia un algoritrtipo RANSAC,
con un algoritmo geretico para mejorar la husqueda, se refedral algoritmo propuesto
en esta tesis como GA-RANSAC. El algoritmo propuesto GA-RANSAQ@uede verse
en el algoritmo 8.

A grandes rasgos GA-RANSAC funciona de la siguiente forma, se gem una
poblacon inicial de manera aleatoria, donde cada individuo se repesga por los
ndices de 5 puntos del conjunto de datos. Los individuos puedeersvistos como
elipses candidatas, es decir, para cada individuo se realiza el ajustgebraico de los
cinco puntos, y se evalia la funcon de aptitud, para determinarcual individuo co-
rresponde a la elipse que mejor representa al conjunto de datos.

En cada generacon se aplica un operador de cruza y de mutacocpnservando
al mejor individuo para la siguiente generacon, el proceso es réijde hasta que se
alcance un rumero maximo de generaciones o que se cumpla con ladiobn de paro.
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Algoritmo 8 Algoritmo GA-RANSAC
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = fps; p2; i35 ph 0
Salida: Pamametros de la elipseE = fa;b;x;y.; 9
Generar una poblacon inicial de individuos de manera aleatoria, cadiadividuo se
genera como la concatenacon de los ndices de 5 puntos aleatoredre 1 yn.
Calcular la funcon de aptitud de cada individuo en la poblacon, ajusando la elipse
gue de ne los puntos de los ndices de cada individuo.
repeat
Seleccionar individuos en base al valor de aptitud
Aplicar operador de cruza
Aplicar operador de mutacon
Calcular la funcon de aptitud de cada individuo en la poblacon
Conservar el mejor individuo para la siguiente generacon
Generar la siguiente poblacon
until La condicon de paro se cumpla
return Los paametros de la elipse que de ne los puntos del mejor individuen
la poblacon.

El algoritmo geretico usado en GA-RANSAC, tiene las caracterstas explicadas
en las siguientes secciones.

Representacon individual

Los puntosP = fp;; po;:::png dados se almacenan en un archivo, representados
por sus coordenadap; = ( X;;y;) en un espacio bidimensional.

Cada individuo usa los ndices de cinco puntos en representaconaimal como fe-
notipo y en representacon binaria como cromosomas. Estos postse pueden ajustar
con distintos nmetodos, en este caso se usa el netodo algebrgiewa ajustar los puntos.

Los cinco puntos son decodi cados en representacon binaria,rcprecison varia-
ble dependiendo del rumero de puntos de entrada. La represacbn binaria es la
concatenacon de los ndiced iy;i,;i3;i4;i59 de cada punto usado. En cada iteracon
del algoritmo se decodi can los ndices y se ajusta una elipse candidadependien-
do de su valor de aptitud, se busca el individuo con el mejor valor detaud en la
poblacon.

La poblacon es un conjunto de individuos y en la codi cacon en lengaje C
esh almacenada como un arreglo de estructuras, donde cadargsura almacena
kasicamente la cadena binaria (de tipahar) y el valor de la funcon objetivo (en un
double).
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Mecanismo de seleccon

El operador de seleccon es una rueda de ruleta, cada individuo esgmado a una
seccon de la ruleta. Esta estrategia le da alta prioridad al mejor indduo pero per-
mite sobrevivir a los peores individuos. Aderas se aplica elitismo, ests, el mejor
individuo siempre seam incluido en la siguiente generacon.

Operador de cruza

El operador de cruza es aplicado en pares dependiendo de una abididad de
cruza, es decir, la probabilidad determina si se lleva a cabo o no la @uEn caso
gue no se lleve a cabo la cruza, los dos hijos resultantes son iguales péalres, esto
es, el hijo uno es igual al padre uno y el hijo dos es igual al padresdo

En caso de que la cruza se lleve acabo, se selecciona un punto deaezananera
aleatoria, se toman los primeros bits del padre uno hasta el punte aruza y los
ultimos bits del padre dos desde el punto de cruza para formar grimer hijo. El
segundo hijo es formado de manera inversa, tomando los primerdts del padre dos
y losultimos bits del padre uno.

Operador de mutacon

El operador de mutacon se aplica a los individuos de la poblacon dess de que
han pasado por el operador de cruza, al igual que con el operade cruza, se usa
un factor de probabilidad para aplicar o no el operador de mutacborLa mutacon
consiste en modi car cada bit del individuo dependiendo del factoredprobabilidad,
se recorre la cadena y se invierten los bits cuando el factor de pablidad es uno o
se dejan intactos cuando es cero. En caso de que algun bit de la&aa que forma al
individuo se haya modi cado en la operacon de cruza y/o mutaconse recalcula el
valor fenotpico y el valor de aptitud del individuo.

4.2. Funciones de aptitud

En las siguientes secciones se proponen y discuten tres funciones mueden ser
utiles y robustas para el trabajo presentado en esta tesis. B funciones de aptitud
son:

= Numero de puntos
= Numero de puntos en la elipse

» Suma de distancias Hausdor
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4.2.1. Nimero de puntos

La primera funcon de aptitud propuesta, es establecida como almero de ele-
mentosp 2 P que estn localizados en unaecindad  de una elipse dad& . Para
ser mas precisos, se de ne de la siguiente manera:

De nicon 4  Para una elipseE, se de ne unavecindad  como:
D (E)= fx2 R%jdist(x;E) g (4.1)
donde > 0 es un umbral dado.
En la gura 4.1 se puede ver un ejemplo de hecindad

Denicon 5 Se de neNg como el rumero de puntos que esan ed (E):
Ne =jfp2P:p2D (E)gj (4.2)
Lo que conlleva a la primera funcon de aptitudF,, esto es

De nicon 6 Para una elipseE y un conjunto de datosP = fps;p.;: i phg, Se
calculaF; como:

Esta funcon de aptitud obtiene en varios casos resultados saastorios. Aunque,
tiene el problema de dar preferencia a elipses grandes (incluyentipses falsas).

4.2.2. Nimero de puntos en la elipse

La segunda funcon de aptitud es el cociente de dos funciones.tdssfunciones
sonNg, de nida de la misma manera que en la seccon anterior, g, el permetro
de una elipseE. El permetro Pz de una elipse se calcula con la aproximacon de
Ramanujan y se de ne a continuacon:

De nicon 7  Aproximacon del pemetro de una elipse.
Para una elipseE de nida por sus paametros fa; b; x;Y.; 0, la aproximacon del
permetro Pg es:

Y
Pe [B(a+ b (a+3b)(3a+ b)] (4.4)
EntoncesF, se de ne como:
De nicon 8 Para una elipseE de nida por sus paametros fa;b;%;y.; gy un
conjunto de datosP = fpy;po; il png, Se calculaF, como:
Ne(a;b; %; Ye; ;P )
Pe(a;b

Esta funcon de aptitud le da preferencia a elipses pequefas caamsrpuntos, por
lo cual es una buena funcon de aptitud para el proposito de esttesis.

F,= (4.5)
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Figura 4.1: Vecindad  de una elipse candidata.

4.2.3. Suma de distancias de Hausdor

La distancia de Hausdor de nida en la seccon 2.3 (en la pag. 13),esutiliza como
nmetrica en varios escenarios donde la distancia de dos conjuntésnte que ser evalua-
da, lo cual esutil para el contexto de este trabajo. De maneraagticular, se busca
minimizar la distancia de Hausdor entre los puntos dados y la elipse cdidata. Para
hacer esto, se generan los puntos correspondientes a la elipsedadata, y desples
se calcula la distancia de Hausdor entre estos puntos y los puntogldconjunto de
datos. De tal manera que la funcon es de nida como sigue:

Denicon 9  SeaX el conjunto de puntos dentro de ungecindad  (de nida en
la ecuacon (4.1))
X =fx2P:x2D (E)g; (4.6)

De nicon 10 SeaE el conjunto de puntos generado en la frontera de una elipse
dada.
Se de neF3; como la distancia de Hausdor entreX y E :

Fs = dy (X E) (4.7)

4.3. Caractersticas extras

Adenas de los operadores de seleccon, mutacon y cruza, Seopuso un operador
de husqueda local, con el proposito de mejorar el desempenel édlgoritmo geretico.
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Asimismo se agreg una condicon de paro extra al algoritmo getieo, para que re-
grese el resultado en una cantidad menor de evaluaciones de la funde aptitud.

4.3.1. Operador local

Para mejorar la lusqueda de soluciones se agreg un operadocdb El opera-
dor local, es una inspeccon en una regon espec ca del espacie dusqueda, en el
caso de este trabajo, el operador local busca elipses dentro da regon en particular.

Al igual que con los operadores de cruza y mutacon, el operadacal se aplica
dependiendo de un factor de probabilidad. En esta tesis se u wctor de proba-
bilidad igual a G:1. Cuando el operador local es aplicado, se toma uno de los puntos
gue conforman el individuo a modi car y se reasignan los otros 4 pu#, de manera
gue la distancia euclidiana entre ellos, sea menor a un valor determinad

El funcionamiento del operador local puede verse en el algoritmo 9

Algoritmo 9 Operador local
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = fpy; po; i png.
Entrada: Indices del individuo a modi carl =[iq;::;isg].
Entrada: Valor de tolerancia .
Entrada: Factor de probabilidadP O
Salida: Individuo modi cado.
if Prob(P O) then
f /*la funcon Prob regresa 1 o 0 dependiendo del argumentoty
N O
Elegirip 2 | aleatoriamente
for k 0Oto ndo
if (kpx pi, ko< )& (k 6 i,) then
N N[ Kk
if j]Nj =4 then
Detener el ciclo
if jNj < 4then
return |
else
I io[ N
return |
else
return |
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Tabla 4.2: Paametros extras para el algoritmo geretico

Paametro Valor

Numero de repeticiones del mejor valor 50

Numero de generaciones nmaximo 5000

Valor de tolerancia 15

Probabilidad de operador local 0.1

4.3.2. Condicon de paro

El algoritmo propuesto GA-RANSAC requiere de un rumero maximode gene-
raciones. Usualmente, un rumero en el rango de miles de generae® es usado, y
en este caso se usaron cinco mil generaciones. Sin embargo, emasuaplicaciones
es requerido un algoritmo @apido, por lo que se agreg una conditi de paro para
interrumpir el ciclo principal del algoritmo geretico.

El algoritmo se detiene cuando el mejor individuo de cada generatmo mejora
en un rumero dado de iteraciones. Esto es, en cada ciclo del algmat geretico, se
conserva al individuo con mejor valor de aptitud en la poblacon, ques sustituido
solo cuando un nuevo individuo tiene mejor valor de aptitud en las sigates gene-
raciones, entonces si despwes de un rumero dado de genemaegno hay un mejor
individuo, el algoritmo se detiene. Cabe hacer la mencon de que eses un criterio
usualmente usado en la literatura especializada.

Los pammetros extras del algoritmo geretico se pueden ver da tabla 4.2.

4.4. Extraccon de multiples elipses

Existen diversas aplicaciones en donde es necesario el ajuste diiptes elipses,
como en calibracon de @amaras por crculos conentricos [31] para ajustar un mo-
delo en £rminos de elipses conectadas [8], solo por mencionar alguna

La extraccon de nultiples elipses consiste en obtener los paartres de cada elip-
se en un conjunto de datos con varias elipses dadas implcitamenen la gura 4.2
se puede ver un ejemplo de cuatro elipses inmersas en ruido.

Para llevar a cabo la extraccon de mnultiples elipses, el netodo utiliado con-
sistdb en buscar la elipse con mejor valor de aptitud en el conjuntoeddatos dado,
desples se guardaban los paametros de dicha elipse y se eliminah@s puntos que
pertenecieran a la elipse encontrada, el proceso se repitdb con fsitos restantes,
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Figura 4.2: Miltiples elipses inmersas en ruido

hasta encontrar el rumero de elipses que se buscaban o quewharo de puntos fuera
menor a 5.

El algoritmo 10 proporciona el pseudo®digo de los pasos que sdizdron para
extraer nultiples elipses.

Algoritmo 10 Algoritmo para extraer nultiples elipses

Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = fps; p2; i35 ph 0
Entrada: Numero de elipses que sean extrada<.
Entrada: Paametros para el algoritmo GA-RANSAC
Entrada: De nir un valor de umbral T
Salida: Paametros de cada elipse extrada.

m n

fori 1to E do

Llamar a GA-RANSAC y extraer una elipse
Almacenar los paametros de la elipse
for | 1to ndo
Calcular la distanciad, del punto p; a la elipse
if d<T then
Eliminar el punto p; del conjunto de datos
m m 1
if m< 5then
Terminar ejecucon
m
Paametros de las elipses

n
return

En la gura 4.3 se ilustra un ejemplo de como funciona la extraccon deulti-
ples elipses utilizando el rumero de puntos en la elipse como funcoe aptitud. En
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la gura 4.3(a) estin los puntos del conjunto de datos inicial, desps de aplicar el
algoritmo GA-RANSAC, se obtiene la mejor elipse (segun la funcon @ aptitud F,)
gue se ve en la gura 4.3(b).

El siguiente paso es guardar los paametros de la elipse con el mejalor de
aptitud y desptes eliminar los puntos que pertenecen a dicha elipsento se ve en la
gura 4.3(c). El proceso se repite y se busca la elipse con el mejator de aptitud
como se puede ver en la gura 4.3(d), de nuevo se guardan los paetros y se eli-
minan los puntos que pertenecan a esa elipse, quedando los purdeda gura 4.3(e).

El proceso se repite y se obtiene la elipse con el mejor valor de aptittomo se
ve en la gura 4.3(f), despwes de guardar los paametros de la ebp, se eliminan los
puntos y quedan los puntos de la gura 4.3(g). Porultimo se busca lenejor elipse
en el conjunto de datos restantes (gura 4.3(h)) y se guardandgoaametros de la
elipse. Como ya se encontraron las cuatro elipses, el algoritmo stete.

Los resultados detallados de la extraccon de mnultiples elipses se asiran en el
captulo 5, seccon 5.2 (en la pag. 60).

Risqueda autonatica

Debido a que en ocasiones es necesario un proceso completamerndgratico, Si
no se conoce el rumero de elipses en el conjunto de datos, esieego un netodo
para encontrar las elipses de manera aubnoma. En esta tesis segone un netodo
para hacer la extraccon autormaticamente, el proceso consesten buscar las elipses
como en el algoritmo 10, y en cada iteracon guardar el valor de afptd de la primer
elipse encontrada, despLes el algoritmo se detenda si el valde aptitud de las elipses
es menor al 20% del valor de aptitud de la primer elipse encontradal. &goritmo
11 proporciona el pseudomdigo de los pasos que se utilizaron paxéraer nultiples
elipses autonmaticamente.
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Algoritmo 11 Algoritmo para extraer nultiples elipses automaticamente
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = fps; p2; i35 ph 0
Entrada: Paiametros para el algoritmo GA-RANSAC
Entrada: De nir un valor de umbral T
Salida: Paametros de cada elipse extrada.
Llamar a GA-RANSAC y extraer una elipse
Almacenar los paametros de la elipse
V  valor de aptitud de la elipse encontrada
m n
repeat
for | 1to ndo
Calcular la distanciad, del punto p; a la elipse
if d<T then
Eliminar el punto p; del conjunto de datos
m m 1
n m
Llamar a GA-RANSAC y extraer una elipse
v,  valor de aptitud de la elipse encontrada
if vi < (0:2 V) then
Terminar ejecucon
Almacenar los paametros de la elipse
untl m< 5
return Paametros de las elipses
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(9) Puntos sin la tercer elipse  (h) Elipse con mejor valor de aptitud

Figura 4.3: Extraccon de mnultiples elipses en un ejemplocon cuatro elipses
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Resultados

Las pruebas que se realizaron, fueron para el ajuste de una elipg@ra el ajuste
de multiples elipses, siendo estasultimas las de mayor intees paresta tesis. En el
ajuste de una elipse se hicieron las pruebas con netodos deterntassy probabilis-
tas, mientras que para el ajuste de nultiples elipses se hicieron lasigbas con las
heursticas GA-RANSAC y ED+SD.

En el ajuste de una elipse, se compan el comportamiento paraetiéntes nive-
les de ruido y diferentes cantidades de puntos atpicos. En totabscompararon ocho
algoritmos, dos de los cuales fueron deterministas y los otros seexdun probabilistas.

El objetivo fue ver cual algoritmo se acercaba mejor a la solucom e&ondiciones
altas de ruido, y comparar las tres funciones de aptitud propuestan este trabajo,
contra los nmetodos existentes para el ajuste de elipses.

En la parte de ajuste de multiples elipses, solo se compain GA-RAME y ED+SD,
debido a que ED+SD es una ecnica con resultados mejores a los aetodo RANSAC,
gue es el netodo mas popular para ajuste de multiples elipses.

Del mismo modo se experimento con el comportamiento de GA-RANSA ED+SD,
en el ajuste de dos elipses sin ruido, cuatro elipses con ruido y coattipses con di-
ferentes niveles de puntos atpicos.

5.1. Diseno de experimentos para el ajuste de una
elipse

Las pruebas se realizaron con algunos de los netodos determirssyaprobabilis-
tas que existen para resolver el ajuste de una elipse, en concreda los siguientes
nmetodos:
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Ajuste algebraico

Levenberg-Marquadt

RANSAC + MMC

PSO + SD

ED + SD

GA-RANSAC

Las pruebas se dividieron en 2 partes, primero las pruebas con difges nive-
les de ruido y desptes las pruebas con diferentes niveles de purdt@cos. Para las
pruebas se generaron conjuntos de datos con los cuales llevartabdas experimentos.

5.1.1. Experimentos con diferentes niveles de ruido

En la gura 5.1 se pueden ver el tipo de elipses generadas que se utibpapa-
ra llevar a cabo los experimentos con los diferentes niveles de ruide.uUSaron seis
niveles ruido gaussiano con 2 f 0; 1; 2; 4; 8; 16g. Se hizo hasta un valor de = 16
porque valores mayores no son muy comunes dentro de los expenioe de vison y
procesamiento de imagenes.

Se generaron 50 archivos por cada nivel de ruido, tomando comterencia una
elipse con los siguientes valores:

= a=200

= b=120

Xc =300

Y =250

=251 038

en cada archivo se agreg ruido gaussiano aleatorio dependiend vhlor de . Se
ejecutaron los netodos con cada uno de los archivos como datas ehtrada, y en
cada ejecucbn se guardaron los resultados.

En las tablas 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 y 5.8, se pueden ver los valorai-
mos, maximos y promedio obtenidos en cada paiametro de la elipsana los diferentes
niveles de ruido.
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(c) Elipse con ruido gaussiano ( = 2) (d) Elipse con ruido gaussiano ( = 4)
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(e) Elipse con ruido gaussiano ( = 8) (f) Elipse con ruido gaussiano ( = 16)

Figura 5.1: Elipses generadas para los experimentos con éiéntes niveles de ruido gaussiano

Se puede ver en las tablas 5.1 y 5.2, los resultados de los nmetodoseinistas,
mientras que en las tablas 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 y 5.8, esan los resitis de los
nmetodos probabilistas.

La tabla 5.1 muestra los resultados del ajuste algebraico, la tabla 303 resulta-
dos del algoritmo de Levenberg-Marquadt, la tabla 5.3 los resultasilde RANSAC +
MMC, la tabla 5.4 los resultados de PSO+SD, la tabla 5.5 los resultados B®+SD,
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Tabla 5.1: Resultados delAjuste algebraico con 50 ejecuciones de cada nivel de. Las
columnasm, M y x son el mnimo, naximo y valor promedio de cada paametro obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Paametro X, Paametro vy, Paametro

m M X m M X m M X m M X m M X
200.09| 200.09| 200.09|| 119.91| 119.91| 119.91|| 300.12| 300.12| 300.12| 249.79| 249.79| 249.79|| 2.51| 2.51| 2.51
199.73| 200.25| 200.01|| 119.80| 120.25| 120.05|| 299.94| 300.41| 300.21| 249.29| 249.76| 249.59| 2.51| 2.52| 2.51
199.07| 200.36| 199.84|| 119.40| 120.42| 120.01|| 299.65| 300.71| 300.24| 249.21| 249.93| 249.59| 2.51| 2.52| 2.51
198.47| 200.94| 199.86|| 119.09| 121.03| 120.06|| 299.50| 301.54| 300.47| 248.78| 250.48| 249.72| 2.51| 2.52| 2.51
197.10| 201.50| 199.44| 118.81| 122.84| 121.42| 298.18| 302.12| 300.27| 247.73| 251.56| 249.97| 2.49| 2.54| 2.52
16 || 193.85| 202.62| 199.01| 118.81| 126.36| 122.97| 296.97| 304.03| 299.74| 247.50| 253.32| 250.40| 2.47| 2.54| 2.51

o AN L O

Tabla 5.2: Resultados dd_evenberg-Marquadt  con 50 ejecuciones de cada nivel de Las
columnasm, M y x son el mnimo, maximo y valor promedio de cada paametro obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Paametro X, Paametro vy, Paametro

m M X m M X m M X m M X m M X
200.16| 200.16| 200.16| 119.93| 119.93| 119.93|| 300.10| 300.10| 300.10|| 249.75| 249.75| 249.75|| 2.51| 2.51| 2.51
199.69| 200.31| 200.00|| 119.79| 120.27| 120.05|| 299.91| 300.48| 300.20| 249.26| 249.78| 249.58| 2.51| 2.52| 2.51
199.02| 200.55| 199.94|| 119.47| 120.37| 119.90|| 299.58| 300.78| 300.23| 249.09| 250.02| 249.63| 2.51| 2.52| 2.51
198.55| 200.92| 199.97|| 118.96| 120.83| 119.86|| 299.57| 301.46| 300.44| 248.85| 250.47| 249.74| 2.50| 2.52| 2.51
197.99| 202.20| 200.57|| 118.52| 122.78| 120.51|| 298.40| 302.29| 300.59| 247.35| 251.10| 249.70| 2.49| 2.55| 2.52
16 || 198.18| 206.84| 202.62| 113.97| 124.09| 119.94| 295.44| 302.58| 299.22| 246.22| 252.85| 249.89| 2.47| 2.56| 2.52

o AN B O

Tabla 5.3: Resultados deRANSAC + MMC con 50 ejecuciones de cada nivel de. Las
columnasm, M y x son el mnimo, maximo y valor promedio de cada paametro obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Paametro X, Paametro vy, Paametro

m M X m M X m M X m M X m M X
197.56| 200.14| 199.16|| 118.54| 120.29| 119.39|| 299.90| 301.37| 300.49| 247.08| 250.39| 248.76| 2.51| 2.53| 2.52
188.43| 205.77| 198.74|| 102.24| 120.93| 116.72| 281.88| 308.01| 297.57| 238.52| 250.39| 248.06| 2.44| 2.56 | 2.51
179.74| 202.80| 196.11|| 91.75 | 121.83| 115.72|| 257.83| 301.63| 293.22| 241.95| 255.12| 250.92| 2.29| 2.53| 2.47
172.23| 216.03| 205.87|| 75.65 | 122.26| 113.68| 252.76| 302.98| 302.28| 226.56| 252.34| 245.39|| 2.39| 2.55| 2.52
169.37| 222.40| 203.93|| 62.64 | 134.81| 115.02| 260.72| 311.28| 299.58|| 221.79| 255.68| 245.68|| 2.21| 2.67 | 2.51
16 || 187.49| 220.90| 205.56| 88.56 | 120.29| 111.80| 285.21| 304.58| 299.21| 209.24| 255.68| 246.88| 2.38| 2.64| 2.53

o A~ N PP O

y las tablas 5.6, 5.7 y 5.8 los resultados de GA-RANSAC con las tres fiomes de
aptitud propuestas.

En general los ocho netodos son robustos al ruido con un valor dede hasta 16,
aunque GA-RANSAC+F3, es el que encuentra valores mas alejados del valor real de
los paametros.

Para visualizar con nmas detalle los resultados de los diferentes rogtos, en la -
gura 5.2 estn los porcentajes de error obtenidos en cada peasatro de la elipse. Se
puede observar el desempefo de cada netodo, siendo el metale GA-RANSAC +
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Tabla 5.4: Resultados dePSO + SD con 50 ejecuciones de cada nivel de. Las columnas
m, M y x son el mnimo, maximo y valor promedio de cada paametro obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Paametro X Paametro vy, Paametro

m M X m M X m M X m M X m M X
200.04| 200.04| 200.04|| 119.84| 119.84| 119.84|| 300.19| 300.19| 300.19|| 249.78| 249.79| 249.79| 2.51| 2.51| 2.51
199.70| 200.40| 199.99|| 119.73| 120.22| 120.03|| 299.86| 300.50| 300.26| 249.28| 249.79| 249.60| 2.51| 2.52| 2.51
199.02| 200.63| 199.91|| 119.05| 120.58| 119.87| 299.61| 300.66| 300.22| 249.13| 250.11| 249.61| 2.51| 2.52| 2.51
176.11| 201.52| 197.68|| 118.61| 121.63| 123.07| 299.36| 301.72| 300.38| 248.45| 250.45| 249.65| 1.24| 2.52| 2.36
170.87| 201.78| 196.66|| 118.04| 148.05| 125.00|| 298.06| 303.04| 300.51| 247.57| 252.32| 250.27| 1.25| 2.54| 2.36
16 || 193.88| 205.86| 200.66| 116.73| 123.41| 120.51| 295.85| 304.76| 300.29| 246.63| 253.97| 250.04| 2.47| 2.55| 2.52

o AN P O

Tabla 5.5: Resultados deED + SD con 50 ejecuciones de cada nivel de. Las columnas
m, M y x son el mnimo, maximo y valor promedio de cada paametro obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Paametro X, Paametro vy, Paametro

m M X m M X m M X m M X m M X
199.96| 199.96| 199.96|| 119.85| 119.85| 119.85|| 300.16| 300.16| 300.16| 249.82| 249.82| 249.82| 2.51| 2.51| 2.51
199.59| 200.21| 199.95|| 119.71| 120.22| 120.04| 299.87| 300.48| 300.24| 249.31| 249.80| 249.60| 2.51| 2.52| 2.51
198.84| 200.52| 199.80|| 119.07| 120.59| 119.88|| 299.43| 300.66| 300.20| 249.18| 250.12| 249.64| 2.51| 2.52| 2.51
198.30| 201.22| 199.87|| 118.63| 121.16| 119.93| 299.38| 301.93| 300.47| 248.80| 250.48| 249.71| 2.50| 2.53| 2.52
195.43| 202.23| 199.73|| 117.39| 123.50| 120.50|| 297.23| 303.63| 300.08| 247.70| 251.70| 249.80| 2.47| 2.54| 2.51
16 || 189.88| 207.49| 200.04| 110.87| 128.81| 121.96| 292.62| 305.13| 300.17| 246.09| 256.82| 252.00| 2.39| 2.59| 2.48

o AN P O

Tabla 5.6: Resultados deGA-RANSAC + F1 con 50 ejecuciones de cada nivel de. Las
columnasm, M y x son el mnimo, maximo y valor promedio de cada paametro obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Paametro X, Pammetro vy, Paametro

m M X m M X m M X m M X m M X
199.96| 199.96| 199.96|| 119.43| 119.43| 119.43|| 300.25| 300.25| 300.25| 250.12| 250.12| 250.12| 2.52| 2.52| 2.52
196.41| 202.45| 200.16|| 118.51| 121.24| 120.13| 298.57| 302.56| 300.71| 247.87| 251.48| 249.70| 2.49| 2.54| 2.52
197.01| 203.52| 200.16|| 117.55| 122.80| 119.82| 298.23| 301.52| 300.31| 247.66| 251.51| 249.97| 2.50| 2.53| 2.52
197.59| 201.90| 199.75| 117.19| 122.41| 119.86| 298.85| 302.19| 300.62| 247.26| 250.95| 249.61|| 2.49| 2.54| 2.52
196.54| 203.42| 200.65| 115.88| 121.45| 119.47| 297.34| 303.15| 300.25| 247.28| 252.37| 249.65|| 2.47| 2.54| 2.51
16 || 187.85| 210.72| 199.65| 110.23| 129.01| 121.04| 293.43| 306.84| 300.61| 242.09| 259.41| 250.99| 2.36| 2.61| 2.51

o A~ N PP O

F3; el menos e ciente.

La gura 5.2(a) muestra la ga ca de los porcentajes de error dienidos en el
paametro a, por los ocho netodos, donde GA-RANSAC H-; es el que tiene mayo-
res porcentajes de error, para valores de> 4.

La gura 5.2(b) muestra la ga ca de los porcentajes de error otenidos en el
paametro b, por los ocho netodos, RANSAC + MMC, GA-RANSAC + F3 y PSO
+ SD, son los que tienen mayores porcentajes de error.
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Tabla 5.7: Resultados deGA-RANSAC + F» con 50 ejecuciones de cada nivel de. Las
columnasm, M y x son el mnimo, naximo y valor promedio de cada paametro obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Paametro X, Paametro vy, Paametro

m M X m M X m M X m M X m M X
192.93| 192.93| 192.93|| 119.72| 119.72| 119.72| 300.35| 300.35| 300.35| 250.09| 250.09| 250.09| 2.49| 2.49| 2.49
191.72| 194.64| 193.10|| 117.95| 120.94| 119.55|| 299.04| 301.00| 300.07| 247.94| 250.48| 249.31| 2.47| 2.55| 2.51
193.40| 196.72| 194.77|| 115.32| 119.29| 118.06|| 298.92| 301.24| 300.02| 248.08| 250.96| 249.73| 2.48| 2.55| 2.52
196.04| 199.49| 197.62|| 116.37| 120.69| 118.79|| 297.99| 302.01| 300.59| 247.84| 251.72| 249.88| 2.49| 2.52| 2.51
195.41| 202.50| 198.98|| 117.55| 122.12| 120.29|| 296.85| 303.04| 300.05| 247.09| 251.12| 249.67| 2.47| 2.54| 2.51
16 || 184.95| 207.29| 197.90| 108.43| 126.35| 119.26| 294.63| 307.38| 300.67| 246.01| 260.70| 251.86| 2.37| 2.60| 2.51

o AN L O

Tabla 5.8: Resultados deGA-RANSAC + F3 con 50 ejecuciones de cada nivel de. Las
columnasm, M y x son el mnimo, naximo y valor promedio de cada paametro obtenido.

‘ H Paametro a H Paametro b H Paametro X H Paametro y. H Paametro |

m M X m M X m M X m M X m M X
200.37| 200.37| 200.37|| 119.52| 119.52| 119.52|| 299.94| 299.94| 299.94| 249.91| 249.91| 249.91|| 2.51| 2.51| 2.51
197.07| 213.44| 202.38|| 114.97| 121.12| 119.14| 298.27| 302.14| 300.26| 248.29| 250.17| 249.47| 2.47| 2.60| 2.54
192.28| 219.69| 204.19|| 115.19| 122.76| 119.41|| 294.61| 301.84| 299.24| 246.80| 252.19| 249.60| 2.28| 2.60| 2.47
193.83| 233.35| 208.97|| 110.20| 122.80| 118.30|| 293.44| 306.71| 301.19| 247.85| 253.88| 251.02| 2.24| 2.64 | 2.52
174.98| 311.41| 238.26|| 103.28| 128.91| 117.24| 284.19| 310.18| 298.45| 240.74| 260.57| 249.69| 2.03| 2.83| 2.52
16 || 165.46| 299.29| 267.45| 97.34 | 129.94| 114.27| 232.34| 316.23| 285.74| 235.23| 264.56| 259.15| 1.61| 2.93| 2.40

o AN L O

La gura 5.2(c) muestra la gaca de los porcentajes de error oenidos en el
paametro X., por los ocho netodos, donde GA-RANSAC +F; es el que tiene ma-
yores porcentajes de error, para valores de- 8.

La gura 5.2(d) muestra la ga ca de los porcentajes de error otenidos en el
paametro y., por los ocho netodos, RANSAC + MMC y GA-RANSAC + F3, son
los que tiene mayores porcentajes de error.

La gura 5.2(e) muestra la gaca de los porcentajes de error dienidos en el
paametro , por los ocho netodos, donde PSO+SD es el que tiene mayores qeor-
tajes de error.

5.1.2. Experimentos con diferentes niveles de puntos atp IcoS

Las siguientes pruebas se realizaron con diferentes porcentajeguntos atpicos,
donde el porcentaje se re ere a la relacon entre los puntos quenpenecen a la elipse
dada implcitamente y los puntos que no pertenecen a ella.

En la gura 5.3 se pueden ver el tipo de elipses generadas que se utitina
para llevar a cabo los experimentos, se usaron seis porcentajegpdetos atpicos
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algoritmos robustos.

Se generaron 50 archivos por cada porcentaje de puntos atm¢deomando como

CINVESTAV-IPN Departamento de Computacbn



56 Captulo 5

600

500

400

300

200

100

(a) Elipse

600

500

400

300

200

100

0
0

0
0

HRRKH KK 3
Fxg
*:

&**
*x
*x

*x
e

100

200 300 400
X

500

x
s
X,

*:
Ky
* %

*

* *
L9 *
"
*x
****XXXX

*

*
I

1
100

1 1
300 400

X

1
200

500

600

con 0% de puntos atpicos

600

(c) Elipse con 40 % de puntos atpicos

600

500

400

300

200

100

0
0

*
* oy ¥

*

*x*** **

* HEKHHHHHH
*

« X

*
*

*

1
100

1 1
300 400

X

1
200

500

600

600

500

400

300

200

100

0
0

* PRI K g
*ok.

* *

x
%
Fx,

*

* %

*x
e

I * I

*

100

200 300 400

X

500

600

(b) Elipse con 20 % de puntos atpicos

600

500

400

300

200

100

0

T T T
* * *
|- * * .
*
* * *X *
« x X
I * R * *
*x **** * M
|- * * * * * .
* * * *
*
L M B
Ky * *
M LI *
*x
L § T ; 4
*
*
* *
* I L * * I
0 100 200 300 400 500
X

600

(d) Elipse con 60 % de puntos atpicos
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(e) Elipse con 80 % de puntos atpicos (f) Elipse con 100 % de puntos atpicos

Figura 5.3: Elipses generadas para los experimentos, corfelientes niveles de puntos atpicos

referencia una elipse con los siguientes valores:

= a=200
= b=120
= X, =300
= y. =250
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= =251 08

en cada archivo se agregaron puntos aleatorios dependiendo dmicpntaje. Se eje-
cutaron los netodos con cada uno de los archivos como datos dérata, y en cada
ejecucon se guardaron los resultados.

En las tablas 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14, 5.15 y 5.16, se puedelogevalo-
res mnimos, maximos y promedio obtenidos en cada paametro dia elipse para los
diferentes porcentajes de puntos atpicos.

Tabla 5.9: Resultados delAjuste algebraico con 50 ejecuciones de cada porcentaje de
puntos atpicos. Las columnasm, M y x son el mnimo, naximo y valor promedio de cada
paametro obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Pamametro X Paametro vy, Paametro

% m M X m M X m M X m M X m M X

0 | 200.09| 200.09| 200.09| 119.91| 119.91| 119.91|| 300.12| 300.12| 300.12|| 249.79| 249.79| 249.79| 2.51| 2.51| 2.51
20 | 184.10| 211.00| 195.39| 140.30| 181.79| 165.70|| 286.94| 321.31| 304.20|| 248.38| 289.88| 274.79|| 0.57 | 2.78| 2.05
40 | 196.43| 213.14| 204.39| 174.13| 192.60| 183.83| 282.73| 322.61| 304.02| 257.01| 303.22| 283.32|| 0.74| 2.55| 1.83
60 | 205.12| 222.93| 212.09| 182.26| 201.03| 191.96|| 289.23| 322.30| 305.88|| 274.97| 315.06| 291.46| 0.83| 2.60| 1.68
80 | 206.06| 225.47| 216.01| 189.87| 208.87| 199.45|| 296.12| 320.20| 308.79|| 273.17| 306.02| 292.33|| 0.40| 2.72| 1.60
100 | 208.17| 223.90| 216.37| 191.39| 208.36| 202.46| 293.15| 319.49| 307.12| 279.92| 306.50| 293.56|| 0.24| 2.32| 1.57

Tabla 5.10: Resultados deLevenberg-Marquadt  con 50 ejecuciones de cada porcentaje
de puntos atpicos. Las columnasm, M y x son el mnimo, maximo y valor promedio de
cada paametro obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Pammetro X Paametro vy, Paametro

% m M X m M X m M X m M X m M X

0 | 200.16| 200.16| 200.16| 119.93| 119.93| 119.93| 300.10| 300.10| 300.10| 249.75| 249.75| 249.75| 2.51| 2.51| 2.51
20 || 202.24| 275.16| 239.20|| 114.95| 182.69| 161.00|| 270.25| 318.22| 298.78|| 246.98| 288.22| 271.63|| 0.85| 2.81| 2.33
40 || 203.13| 253.69| 237.38| 158.83| 192.22| 180.63| 272.57| 306.35| 292.90|| 256.96| 283.40| 272.26| 0.07 | 2.73| 1.98
60 || 216.48| 248.91| 234.42| 156.05| 201.34| 184.46| 279.45| 311.34| 295.48|| 262.65| 291.52| 278.65| 0.30| 2.78| 1.85
80 || 219.39| 254.16| 241.14| 161.82| 200.94| 187.32| 286.79| 315.36| 301.11|| 261.21| 288.97| 276.41| 0.89| 2.97| 2.31
100|| 215.91| 273.49| 252.22|| 165.07| 213.01| 190.29|| 276.32| 315.88| 310.36|| 263.74| 400.07| 315.04|| 0.05| 3.10| 2.23

Se puede ver en las tablas 5.9 y 5.10, los resultados para los nmetodeterminis-
tas, y en las tablas 5.11, 5.12, 5.13, 5.14, 5.15 y 5.16, los resultadoa p#s netodos
probabilistas.

La tabla 5.9 muestra los resultados del ajuste algebraico, la tabla 6.lbs resulta-
dos del algoritmo de Levenberg-Marquadt, la tabla 5.11 los resultaslde RANSAC
+ MMC, la tabla 5.12 los resultados de PSO+SD, la tabla 5.13 los resultadade
ED+SD, y las tablas 5.14, 5.15 y 5.16 los resultados de GA-RANSAC cors laes
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Tabla 5.11: Resultados deRANSAC + MMC con 50 ejecuciones de cada porcentaje de
puntos atpicos. Las columnasm, M y x son el mnimo, maximo y valor promedio de cada
paametro obtenido.

‘ Pamametro a Paametro b Pammetro X Paametro vy, Paametro

% m M X m M X m M X m M X m M X

0 | 200.09| 211.04| 201.75| 119.44| 137.14| 122.29| 299.56| 314.59| 302.02| 249.52| 260.51| 251.58| 2.51| 2.55| 2.52
20 || 198.86| 201.83| 199.44| 116.36| 122.46| 118.81|| 286.98| 301.13| 297.53|| 247.39| 252.84| 250.50|| 2.48| 2.52| 2.51
40 || 198.86| 200.94| 199.99| 115.20| 121.51| 119.29| 297.64| 300.66| 299.41|| 245.67| 251.39| 249.56| 2.50| 2.53| 2.51
60 || 198.86| 201.27| 200.07| 117.76| 120.82| 119.68| 299.70| 301.22| 300.36| 247.54| 250.41| 249.33| 2.51| 2.53| 2.52
80 || 198.88| 200.77| 200.18| 117.14| 121.78| 119.81| 298.83| 300.77| 300.08| 247.55| 251.68| 249.64| 2.50| 2.53| 2.51
100|| 198.88| 200.55| 200.58|| 117.88| 120.41| 120.22|| 299.38| 301.26| 300.79|| 247.75| 250.54| 249.91|| 2.50| 2.53| 2.52

Tabla 5.12: Resultados dePSO + SD con 50 ejecuciones de cada porcentaje de puntos
atpicos. Las columnasm, M y x son el mnimo, naximo y valor promedio de cada paametro
obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Pammetro X Paametro vy, Paametro

% m M X m M X m M X m M X m M X

0 | 177.18| 200.04| 197.03| 119.84| 152.34| 124.27| 300.10| 300.19| 300.16| 249.61| 249.79| 250.00( 0.00| 2.51| 2.21
20 || 182.59| 200.15| 197.71|| 119.86| 155.27| 125.58|| 295.48| 300.23| 299.99|| 249.73| 253.09| 250.27|| 0.00| 2.51| 2.11
40 || 185.19| 200.22| 197.08| 119.91| 164.82| 130.77| 294.68| 304.19| 300.61| 249.75| 254.01| 251.43| 0.00| 2.51| 1.91
60 || 183.92| 200.31| 196.12| 119.93| 183.55| 140.28| 299.92| 312.39| 303.47| 249.83| 272.99| 256.76|, 0.00| 2.51| 1.71
80 || 190.48| 206.23| 202.97|| 120.08| 182.80| 141.24|| 291.99| 316.64| 303.76|| 249.86| 286.38| 260.60|| 0.00| 2.51| 1.67
100|| 186.15| 209.98| 200.64|| 120.19| 190.49| 145.07|| 298.37| 319.55| 305.24|| 249.82| 287.96| 261.70|| 0.00| 2.51| 1.68

Tabla 5.13: Resultados deED + SD con 50 ejecuciones de cada porcentaje de puntos
atpicos. Las columnasm, M y x son el mnimo, naximo y valor promedio de cada paametro
obtenido.

‘ H Paametro a H Paametro b H Paametro X H Paametro y. H Paametro |

% m M X m M X m M X m M X m M X

0 |/ 199.96| 199.96| 199.96| 119.85| 119.85| 119.85| 300.16| 300.16| 300.16| 249.82| 249.82| 249.82| 2.51| 2.51| 2.51
20 || 199.96| 200.07| 200.01| 119.80| 119.86| 119.84| 300.13| 300.21| 300.17| 249.77| 249.84| 249.81| 2.51| 2.51| 2.51
40 |1 199.99| 200.06| 200.04| 119.80| 119.87| 119.85| 300.14| 300.21| 300.19| 249.77| 249.84| 249.81|| 2.51| 2.51| 2.51
60 | 199.99| 200.09| 202.20|| 119.80| 119.87| 124.24|| 300.12| 300.25| 302.58|| 249.75| 249.83| 253.43|| 2.51| 2.51| 2.51
80 | 199.95| 200.13| 200.05| 119.70| 119.87| 119.82|| 300.12| 300.22| 300.18|| 249.66| 249.85| 249.79|| 2.51| 2.51| 2.51
100 || 199.95| 200.07| 200.03| 119.80| 119.89| 119.84| 300.16| 300.22| 300.19| 249.75| 249.86| 249.79|| 2.51| 2.51| 2.51

funciones de aptitud propuestas.

Como se puede ver en los resultados, para niveles de puntos atgigrandes,
los metodos deterministas son los que obtienen resultados mengsréados, mientras
gue los nmetodos probabilistas obtienen mejores resultados. Loagjusti ca el uso de
heursticas probabilistas para la resolucon del problema de ajustde elipses, dada su
robustez para resolver el problema en conjuntos de datos conoalhiveles de puntos
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Tabla 5.14: Resultados deGA-RANSAC + F1 con 50 ejecuciones de cada porcentaje de
puntos atpicos. Las columnasm, M y x son el mnimo, maximo y valor promedio de cada
paametro obtenido.

‘ Paametro a Paametro b Pammetro X Paametro vy, Paametro

% m M X m M X m M X m M X m M X

0 | 192.93| 192.93| 192.93| 119.72| 119.72| 119.72| 300.35| 300.35| 300.35| 250.09| 250.09| 250.09| 2.49| 2.49| 2.49
20 || 191.72| 197.83| 193.80|| 115.01| 121.15| 118.96|| 297.55| 302.29| 300.21|| 246.23| 251.15| 249.37|| 2.48| 2.55| 2.52
40 || 191.51| 197.70| 195.11| 114.23| 121.61| 118.04| 295.78| 303.95| 299.90|| 247.76| 253.67| 249.89| 2.46 | 2.54| 2.50
60 || 191.25| 198.41| 195.08| 114.07| 120.32| 117.90| 296.75| 304.24| 300.54| 247.41| 251.19| 249.79| 2.46| 2.56 | 2.52
80 || 191.76| 200.03| 195.52| 113.52| 120.75| 118.11| 296.29| 303.89| 299.81|| 246.06| 251.28| 249.47| 2.49| 2.56| 2.53
100|| 191.52| 200.45| 195.49|| 112.77| 122.55| 118.57|| 296.48| 302.43| 300.23|| 247.22| 252.90| 249.98|| 2.47| 2.56| 2.52

Tabla 5.15: Resultados deGA-RANSAC + F» con 50 ejecuciones de cada porcentaje de
puntos atpicos. Las columnasm, M y x son el mnimo, naximo y valor promedio de cada
paametro obtenido.

‘ Pammetro a Paametro b Pammetro X Paametro vy, Paametro

% m M X m M X m M X m M X m M X

0 | 199.96| 199.96| 199.96| 119.43| 119.43| 119.43| 300.25| 300.25| 300.25| 250.12| 250.12| 250.12| 2.52| 2.52| 2.52
20 || 195.69| 204.76| 200.07|| 117.30| 122.89| 120.25|| 296.28| 302.15| 299.41|| 245.76| 252.70| 250.03|| 2.49| 2.55| 2.51
40 || 197.85| 203.71| 200.85| 116.21| 122.50| 119.57| 295.79| 303.41| 299.96|| 248.36| 253.53| 250.83| 2.45| 2.53| 2.50
60 || 195.80| 203.24| 200.35| 115.24| 122.78| 118.96| 296.40| 303.46| 300.56|| 245.73| 252.96| 250.59| 2.48| 2.54 | 2.52
80 || 197.39| 203.02| 199.71|| 115.51| 121.55| 118.91|| 295.86| 303.30| 300.16|| 246.53| 251.92| 249.67|| 2.48| 2.55| 2.52
100|| 195.81| 204.21| 200.35|| 114.09| 123.72| 120.51|| 296.16| 303.57| 300.54|| 245.88| 253.20| 249.94|| 2.48| 2.57| 2.52

Tabla 5.16: Resultados deGA-RANSAC + F3 con 50 ejecuciones de cada porcentaje de
puntos atpicos. Las columnasm, M y x son el mnimo, naximo y valor promedio de cada
paametro obtenido.

‘ H Paametro a H Paametro b H Paametro X H Paametro y. H Paametro |

% m M X m M X m M X m M X m M X

0 | 200.37| 200.37| 200.37| 119.52| 119.52| 119.52|| 299.94| 299.94| 299.94| 249.91| 249.91| 249.91|| 2.51| 2.51| 2.51
20 || 197.39| 440.56| 309.25| 108.24| 182.52| 152.36| 232.90| 379.02| 309.79| 239.54| 349.37| 299.57| 0.16 | 2.77| 1.67
40 || 231.90| 627.45| 365.28| 142.18| 212.75| 175.66| 246.87| 414.88| 327.19| 1.20 | 393.52| 285.76|| 0.08| 2.83| 1.34
60 | 242.13| 608.81| 520.41| 142.90| 213.17| 184.29|| 144.49| 414.38| 296.24|| 229.78| 499.59| 448.89| 0.16 | 2.44| 1.53
80 | 228.18| 399.68| 315.89| 167.85| 206.36| 181.01|| 245.56| 339.40| 306.62|| 210.18| 367.09| 297.26| 0.27 | 3.03| 1.59
100 || 232.05| 728.27| 480.38| 145.83| 200.03| 175.43| 264.48| 345.38| 302.37| 208.62| 415.40| 297.59|| 0.31| 3.07| 1.71

atpicos.

Sin embargo GA-RANSAC + F3, que es una heurstica probabilista, no regresa
buenos resultados, al igual que en la seccon anterior con ruido s puntos, lo que
muestra que la funconFsz, no es una buena funcon de aptitud para la resolucon del
problema de ajuste de elipses.
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Para visualizar con mas detalle los resultados de los diferentes roetos, en la gura
5.4 eshn los porcentajes de error obtenidos en cada paametde la elipse. Se pue-
de observar el desempeno de cada netodo para diferentemros de puntos atpicos.

La gura 5.4(a) muestra la ga ca de los porcentajes de error dienidos en el
paametro a, por los ocho netodos, donde GA-RANSAC +F; es el que tiene ma-
yores porcentajes de error. Mientras que ED + SD y GA-RANSACF, son los que
muestran los mejores resultados para porcentajes arriba de 60 %

La gura 5.4(b) muestra la ga ca de los porcentajes de error otenidos en el
palametro b, por los ocho netodos, el ajuste algebraico, GA-RANSAC 3 y Levenberg-
Marquadt, son los que tiene mayores porcentajes de error.

La gura 5.4(c) muestra la ga ca de los porcentajes de error denidos en el
paametro X., por los ocho netodos, donde todos obtuvieron bajos porcefga de
error.

La gura 5.4(d) muestra la ga ca de los porcentajes de error otenidos en el
paametro y., por los ocho netodos, Levenberg-Marquadt, el ajuste algehico y GA-
RANSAC + F3, son los que tiene mayores porcentajes de error.

La gura 5.4(e) muestra la ga ca de los porcentajes de error denidos en el
paametro , por los ocho netodos, donde GA-RANSAC +3, PSO+SD, Levenberg-
Marquadt y el ajuste algebraico, son los que tienen mayores paorizges de error.

En concluson los algoritmos que mejor se comportaron, fueron GRANSAC+ F,
y ED+SD, debido a que fueron los que presentaron menor porcejgale error, los
algoritmos deterministas Levenberg-Marquadt y ajuste algebraic son robustos al
ruido, pero no a los puntos atpicos, mientras que GA-RANSACHF,, PSO+SD y
RANSAC+MMC, tienen resultados mejores que los de los algoritmos téeministas,
el algoritmo con menor desempefo fue GA+RANSACH;.

5.2. Diseno de experimentos para el ajuste de nulti-

ples elipses
En la seccon anterior se mostraron las pruebas para el ajuste dea elipse, en la
gue se pudo observar que la funcon de aptituliz, no es la mejor opcon para resolver

el problema, mientras que las funciones; y F, son mejores opciones para ajustar
elipses.

En el problema de ajuste de multiples elipses se necesita de un algmtrobusto,
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Figura 5.4: Gia cas de los porcentajes de error en cada pametro con diferentes porcentajes
de puntos atpicos

debido a que los puntos atpicos son muy comunes en diversas aplicaes de vi-
sbn computacional y procesamiento de sefales. En la gura 5.4(ke mosto que los
nmetodos deterministas son sensibles a los puntos atpicos, mieat que los algoritmos
menos sensibles a los puntos atpicos fueron GA-RANSAC F;, GA-RANSAC + F,
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y ED + SD.

Debido al buen desempeno en las pruebas, los experimentos catiiptes elipses
se realizaron usando los netodos de GA-RANSAC y ED + SD.

Las pruebas que se hicieron del comportamiento de GA-RANSAC y EBD fue-
ron: pruebas con dos elipses, en la que se variaba el rumero detpsaren la segunda
elipse, el segundo con cuatro elipses, variando los niveles de ruideluftimo varian-
do los niveles de puntos atpicos.

5.2.1. Experimentos con dos elipses

Para hacer las pruebas del comportamiento de GA-RANSAC, seouka funcbon
F, como funcon de aptitud y se usaron los siguientes casos de prueba

= Elipses disjuntas
» Elipses anidadas

» Elipses superpuestas

600 600

600 T T T T T T T T T T
500 - m 1 500 | ﬂ 4 500 | ﬂ
400 - 1 400 - E 400 -

i Elipsel ¢ i Elipsel ¢ i Elipsel ¢
) ¥ g g g g
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0 I I I I I 0 I I I I I 0 I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
X X X

(a) Elipse 2 con 20 puntos (b) Elipse 2 con 70 puntos (c) Elipse 2 con 145 puntos

Figura 5.5: Caso 1. Elipses disjuntas, la elipse 1 esh foriada por 100 puntos y la elipse 2
vara

En la gura 5.5 estin 3 de los conjuntos que se generaron para leadas pruebas
con elipses disjuntas, se generaron 35 archivos con dos elipsesodaside la gura
5.5(a), con 100 puntos que pertenecan a la elipse 1, mientras la e#ip3 tena dife-
rentes rumeros de puntos (#untos 2 f 5;10; 15; :::; 160 165 17Qy).

En la gura 5.6 esth el segundo caso prueba con elipses anidadakjgaal que
con el primer caso se generaron 35 archivos con dos elipses, enddajprimer elipse
estaba formada por 100 puntos y la segunda elipse tena diferent@imeros de puntos
(# puntos 2  5;10; 15 :::; 160 165 17Qg).
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Figura 5.6: Caso 2. Elipses anidadas, la elipse 1 esh fornda por 100 puntos y la elipse 2
vara

En la gura 5.7 esh el tercer caso con elipses superpuestas, aliafjque con el
primer y segundo caso se generaron 35 archivos con dos elipseta gue la primer
elipse estaba formada por 100 puntos y la segunda elipse tena difeles rumeros de
puntos (#puntos 2 f 5;10; 15; :::;16Q 165 170y).
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Figura 5.7: Caso 3. Elipses superpuestas, la elipse 1 esarmada por 100 puntos y la elipse
2 vara

En las guras 5.8, 5.9 y 5.10, eshn los resultados de GA-RANSAC f,, para los
tres casos.

Los resultados muestran cual fue la elipse encontrada por el aigoo en una
ejecucon para cada caso, que dependiendo del rumero de positen la elipse 2, en-
contio una u otra.

La heurstica ED + SD presentada en [32], es una tcnica robustgara la solucon
del problema de elipses, como se mosto en la seccon 5.1. Por lottaise hicieron
pruebas con ED + SD, para comparar contra la heurstica propués en esta tesis.

Las pruebas que se realizaron con ED + SD para el ajuste de nultigleelipses,
fueron las mismas que se realizaron para GA-RANSAC. Se usaron lasmos casos
de prueba de GA-RANSAC.
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Figura 5.8: Gia ca de la elipse reconocida porGA-RANSAC + F» en el caso 1, para los
diferentes rumeros de puntos en la elipse 2
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Figura 5.9: Ga ca de la elipse reconocida porGA-RANSAC + F, en el caso 2, para los
diferentes rumeros de puntos en la elipse 2
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Figura 5.10: Gr ca de la elipse reconocida porGA-RANSAC + F, en el caso 3, para
los diferentes rumeros de puntos en la elipse 2
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Los casos fueron las elipses disjuntas de la gura 5.5, las elipses atégade la gu-
ra 5.6 y las elipses superpuestas de la gura 5.16. Igualmente se gamma 35 archivos
con dos elipses, en la que la primer elipse estaba formada por 100 psiryt la segun-
da elipse tena diferentes rumeros de puntos (funtos 2 f 5; 10; 15, :::; 160 165 170g).

2 - 0000000000000 —

1 40000000 0000000000000 —

Elipse reconocida

0 | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Numero de puntos en la elipse 2

Figura 5.11: Gia ca de la elipse reconocida porED + SD en el caso 1, para los diferentes
rumeros de puntos en la elipse 2
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Numero de puntos en la elipse 2

Figura 5.12: Gl ca de la elipse reconocida porED + SD en el caso 2, para los diferentes
rumeros de puntos en la elipse 2

En las guras 5.11, 5.12 y 5.13, estn los resultados de ED + SD, palas tres
casos.

Los resultados muestran cual fue la elipse encontrada por el algoo en una
ejecucon para cada caso, que dependiendo del rumero de positen la elipse 2, en-
conto una u otra.
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Figura 5.13: Gl ca de la elipse reconocida porED + SD en el caso 3, para los diferentes
rumeros de puntos en la elipse 2

5.2.2. Experimentos con ruido en los puntos

Las siguientes pruebas se realizaron con conjuntos de datos gomtenan 4 elip-
ses en diferentes condiciones de ruido. Al igual que en la seccoteaior los casos de
prueba fueron elipses disjuntas, elipses anidadas y elipses supesfas, en las guras
5.14, 5.15 y 5.16 eshn los tipos de elipses utilizadas para las pruebas.

En la gura 5.14 est el primer caso de elipses disjuntas, con difates niveles
de ruido. Se generaron 40 archivos para cada valor decon 100 puntos para de nir
cada una de las cuatro elipses.

En la gura 5.15 esan algunas elipses del segundo caso de elipseislagas, con
diferentes niveles de ruido. Al igual que en el primer caso se genenad40 archivos
para cada valor de , con 100 puntos para cada elipses.
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H LU D m;%*-}sﬁ
200 J 200} %w"} m i 200 "W 5 W’?"%‘
¥ { R met oy
100} 1 100} tof 1 100} b W F
00 160 2‘00 éOO ‘400 ‘500 600 00 160 éOO ‘300 ‘400 ‘500 600 00 160 éOO ‘300 ‘400 ‘500 600
X X X
(a) Elipse con ruido gaussiano(b) Elipse con ruido gaussiano(c) Elipse con ruido gaussiano
( =0) ( =4) ( =16)

Figura 5.14: Caso 1. Miltiples elipses disjuntas con difeentes niveles de ruido gaussiano

Porultimo en la gura 5.16 estn algunas elipses del tercer caso ddipses super-
puestas, con diferentes niveles de ruido. Al igual que en el primesggundo caso se
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Figura 5.15: Caso 2. Miltiples elipses anidadas con diferges niveles de ruido gaussiano

generaron 40 archivos para cada valor de con 100 puntos para cada elipses.
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Figura 5.16: Caso 3. Multiples elipses superpuestas con fiirentes niveles de ruido gaussiano

El algoritmo se ejecub en cada uno de los archivos, se almacemalos resultados
y se gra ® el promedio de elipses encontradas en cada caso. Es guras 5.17, 5.18
y 5.19, estin las gia cas del promedio de elipses encontradas eada nivel de ruido
para cada caso.

Los valores de sigma que se probaron fueron2 f 0; 1; 2; 4; 8; 169, para cada valor
de sigma se ejecub el algoritmo en los 40 archivos generados. Bda ejecucon el
algoritmo buscaba cuatro elipses y se almacenaba el rumero de egpsgue se encon-
traron en dicha ejecucon (veri cando cuantas de las elipses emtoadas coincidan
con las generadas).

Para ED+SD, al igual que con GA-RANSAC los casos de prueba fuerelipses
disjuntas, elipses anidadas y elipses superpuestas, vistos en lazag 5.14, 5.15 y
5.16. Se generaron 40 archivos para cada valor decon 100 puntos para cada elipses.

El algoritmo se ejecub en cada uno de los archivos, se almacemalos resultados
y se gra ® el promedio de elipses encontradas en cada caso. Engara 5.20, estin
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Figura 5.17: Gia ca del rumero de elipses reconocidas potGA-RANSAC + F» en el caso

1, para los diferentes valores de
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Figura 5.18: Gia ca del rumero de elipses reconocidas potGA-RANSAC + F» en el caso

2, para los diferentes valores de

0

las g cas del promedio de elipses encontradas en cada nivel dédio para cada caso
por ED + SD.

Los valores de sigma que se probaron fueron los mismos de GA-RANSA 2
f0;1;2;4;8;169), para cada valor de sigma se ejecub el algoritmo en los 40 arclsvo
generados. En cada ejecucon el algoritmo buscaba cuatro elipgsese almacenaba el
rumero de elipses que se encontraron en dicha ejecucon.
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Figura 5.19: Gia ca del rumero de elipses reconocidas potGA-RANSAC + F» en el caso

3, para los diferentes valores de

0

5 [ [ [ [ [
Casol —~—
Caso 2 —~—

4 Caso3 -

=

|
0O 2 4 6 8 10 12 14 16

Valor de
Figura 5.20: Ga ca del rumero de elipses reconocidas porED +SD en los casos 1,2y 3,

para los diferentes valores de

Numero de elipses reconocidas
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5.2.3. Experimentos con diferentes niveles de puntos atp icos

Para el trabajo experimental se generaron puntos como conjas de datos, usando
Octave . Los puntos se generaron alrededor de una elipse imaginaria y se akna
naron en un archivo, desples se generaron puntos atpicos aeaos y se agregaron
al archivo.

En las pruebas se veri co que la segunda funcon de aptitud |esto &, el rumero
de puntos en el permetro| fue la mejor funcon de aptitud, las siguientes pruebas
fueron realizadas usando la segunda funcon de aptitud.

http://www.gnu.org/software/octave/
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Casos de prueba

Para esta tesis el enfoque recay en tres casos; cuando las efipson disjuntas,
cuando las elipses estin superpuestas y cuando estn anidadas

Elipses disjuntas

Este es el caso mas conmun que puede presentarse en datodegay el mas sencillo
de resolver. Es posible ver un ejemplo en la gura 5.21.

600 ——— e, ‘

* HHK FH AR KIAHONK
* * ** *
« * * *
L ' % 4
* k3
¥ HRRHAHOK HOK KK %

400 +

500

' 300 |-
200 |-
100 -
O * | | | | |
0 100 200 300 400 500 600
X1
Figura 5.21: Caso de prueba uno, las elipses son disjuntasrc@®0 por ciento de puntos
atpicos.

Elipses superpuestas

Este caso es el mas complicado de resolver de los tres por que lasrggcciones de
las elipses pueden interpretarse como elipses y los algoritmos pueltkyar a contar
las intersecciones como elipses. Se puede ver en la gura 5.22 un gieme este caso,
con sesenta por ciento de puntos atpicos.

Elipses anidadas

Finalmente, el tercer caso de prueba es el de elipses anidadas, spi@uede ver
en la gura 5.23. Este caso es de particular intees por servir para la calibracon de
@maras [33] que se discutia en el siguiente captulo.
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Figura 5.22: Caso de prueba dos, las elipses estin superpias, con 60 por ciento de puntos
atpicos.
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Figura 5.23: Caso de prueba tres, las elipses estin anidadacon 100 por ciento de puntos
atpicos.

Resultados

Se ejecub el programa doscientas veces para cada uno de les tasos menciona-
dos anteriormente, en cada caso se uso un conjunto de datosegado con diferentes
niveles de puntos atpicos. El algoritmo fue comparado con ED + SDrpsentado en
[9, 32], tal como se mencioro en la seccon 3.2.2, ED + SD usa la sumadlstancias
euclidianas como funcon de aptitud, y se usaron los mismos paamnes usados en [9].

Cada caso estuvo compuesto de cuatro elipses, se ejecub GANSAC cuatro
veces. Desples se almacenaron los resultados y se reviso cugastgpses fueron en-
contradas.

Se gra caron los resultados de GA-RANSAC +, (segunda funcon de aptitud)
para los tres casos de prueba, los cuales pueden verse en las g6td4, 5.25y 5.26.
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En la tabla 5.18, 5.17 y 5.19 se pueden ver los resultados y el rumerormpedio de

iteraciones para los tres casos.

Se hizo una prueba usando la segunda funcon de aptityé, sin GA-RANSAC,
con la intencon de veri car el desempefo de GA-RANSAC. Se ejgz en un ciclo con
el rumero de evaluaciones promedio usado en GA-RANSAC, y los u#ados pueden

verse en la gura 5.27.
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Porcentaje de puntos atpicos (%)
Figura 5.24: Resultados del primer caso. Las Ineas represitan el promedio de elipses re-
conocidas para un conjunto de datos con cuatro elipses inmsais en diferentes niveles de
ruido.

Tabla 5.17: Resultados del algoritmoED + SD y GA-RANSAC +

F» con 200 ejecuciones

para el primer caso;m, M y x son el mnimo, maximo y promedio del rumero de elipses
reconocidas;n es el promedio de rumero de evaluaciones.

| | caso1Ga+F ., | caso1ED+SD |

% m M

X

n

m M X n

4.00
4.00
3.00
2.00
2.00
2.00

4.00
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00

20
40
60
80
100

4.00
3.99
3.92
3.95
3.87
3.84

53
74
79
83
89
90

1.00
3.00
4.00
4.00
4.00
4.00

1.00| 353
1.78| 378
1.87| 380
2.09| 390
1.95| 390
2.02| 389

1.00
0.00
0.00
0.00
0.00
0.00
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Numero de elipses reconocidas

Numero de elipses reconocidas

5.3.

0

20

40 60 80 100

Porcentaje de puntos atpicos (%)

Figura 5.25: Resultados del segundo caso. Las Ineas rementan el promedio de elipses
reconocidas para un conjunto de datos con cuatro elipses irgnsas en diferentes niveles de

ruido.
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GA+ Fp —o—
ED + SD —
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Porcentaje de puntos atpicos (%)

Figura 5.26: Resultados del tercer caso. Las Ineas represtan el promedio de elipses re-
conocidas para un conjunto de datos con cuatro elipses inmsais en diferentes niveles de

ruido.

ED + SD es una buena ecnica pero tiene problemas con el primer cag&lipses
disjuntas), como podemos ver en la gura 5.24. Dependiendo de losgmetros de
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Tabla 5.18: Resultados del algoritmoED + SD y GA-RANSAC + F» con 200 ejecuciones
para el segundo casom, M y x son el mnimo, maximo y promedio del rumero de elipses
reconocidas;n es el promedio de rumero de evaluaciones.

| | caso2GA+F , | caso2ED+sD

% m M X n m M X n
0 | 4.00(4.004.00| 72| 4.00| 4.00| 4.00| 344
20 | 3.00| 4.00| 3.97| 72| 0.00| 4.00| 2.98| 356
40 || 3.00| 4.00| 3.97| 78 || 0.00| 4.00| 3.44| 391
60 | 3.00| 4.00| 3.94| 79| 1.00| 4.00| 3.31| 429
80 | 3.00| 4.00| 3.97| 83| 1.00| 4.00| 3.02| 449
100\ 2.00| 4.00| 3.82| 88 || 1.00| 4.00| 2.87| 456

Tabla 5.19: Resultados del algoritmoED + SD y GA-RANSAC + F» con 200 ejecuciones
para el tercer caso;m, M y x son el mnimo, maximo y promedio del rumero de elipses
reconocidas;n es el promedio de rumero de evaluaciones.

‘ H Caso3GA+F , H Caso 3 ED + SD

% m M X n m M X n
0O ||4.00(4.00/4.00/ 90| 4.00| 4.00| 4.00| 296
20 |1 4.00| 4.00| 4.00| 75| 1.00| 4.00| 3.46| 314
40 || 4.00| 4.00| 4.00| 78 || 1.00| 4.00| 3.50| 318
60 | 3.00| 4.00| 3.96| 80| 1.00| 4.00| 3.62| 318
80 | 2.00| 4.00| 3.88| 82| 1.00| 4.00| 3.62| 329
100 3.00| 4.00| 3.94| 88 || 1.00| 4.00| 3.58| 329

entrada ED + SD no se comporta bien con altos niveles de ruido y pust@atpicos, y
necesita informacon especi ca sobre las elipses que busca, poodado GA-RANSAC
no necesita informacon espec ca sobre el tamano y las formae las elipses.

Se uo la segunda funcon de aptitud, el rumero de puntos en ldipse por unidad
de su permetro, porque mosto tener mejor desempeno parasolver problemas nmas
comunes que las otras funciones.

GA-RANSAC obtuvo buenos resultados para los tres casos, y moster un algo-
ritmo robusto incluso en conjuntos de datos con 100 % de ruido y fgasa atpicos.
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Figura 5.27: Resultados para la heurstica sin GA-RANSAC. Las Ineas representan el pro-
medio de elipses reconocidas por la heurstica.
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Aplicaciones

Como se mencioro anteriormente existen diversas aplicaciones es tpe se uti-
liza el ajuste de elipses para resolver un problema, en particular eisbn es conun
utilizarlo porque las elipses pueden verse como una proyeccon dearoulo.

Dentro de las aplicaciones de visbn que utilizan el ajuste de elipsetpeoblema
calibracon de @amaras puede resolverse usando crculos camtricos, los cuales en
una foto (o video dependiendo de la @amara a calibrar) se puedencentrar ajustan-
do elipses. A continuacon se explicaan algunos netodos de calicon de @amaras,
entre los cuales esh el netodo por medio de crculos conentros, para mostrar una
aplicacon de visbn en la que se utiliza el ajuste de elipses.

6.1. Calibracon de @amaras

La calibracon de @amaras es muy importante en vison computacioal 3D a n
de que se pueda extraer informacon de imagenes 2D. Existen nhas trabajos sobre
calibracon de @maras ([34, 35, 36, 37, 33] por mencionar algws)o que utilizan di-
versos metodos para realizar la calibracon de amaras, los cualese diferencian en
como se capturan los datos, o en el tipo proceso (autonmatico o meal) [38].

La calibracbon de @amaras consiste en determinar los paametsointernos o intrnse-
cos de una @amara en particular, que son los siguientes:

» Distancias focales y
» Factor de distorsbn u oblicuidad

= Puntos centrales del plano imageng y vo

La calibracon de @maras es necesaria, para extraer informaci del mundo 3D
a partir de imagenes 2D, cuya informacon esutil para diversas plicaciones ya sean
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realidad aumentada, reconocimiento, reconstruccon 3D, seguento, etc. Aunque
existen ecnicas para inferir la informacon desde inagenes captias por amaras no
calibradas, a trawes de procesos iterativos de autocalibracorgl proceso de calibra-
con de @amara abre la posibilidad de realizar aplicaciones efectivaa gison.

Cuando se tiene una imagen de un objeto en el mundo real, el objest represen-
tado en la imagen mediante pxeles, los cuales usualmente no puedan idformacon
exacta de la distancias en el mundo real del objeto, debido a lasrisformaciones y
proyecciones que sufro el objeto cuando fue capturado por lantara para formar
la imagen. El objeto en el mundo real est posicionado en un marde referencia
mientras que el objeto en la imagen est en un marco de referendistinto. Por
consiguiente se necesita de ecuaciones para pasar de un marceféeancia a otro, y
as tener una relacon entre las coordenadas de los puntos en aspacio tridimensio-
nal (el mundo real) y las coordenadas en un espacio bidimensionaliffeagen).

Como no es posible hacer la relacon directamente entre el marcorééerencia del
mundo real y el marco de referencia en la imagen por las restriccisrmgie conlleva
el problema, se usa un marco de referencia intermedio, que se cenmmo marco de
referencia de la @amara. Entonces, se deben tener ecuacionasaasar del marco de
referencia de la @amara al marco de referencia de la imagen, y edoaes para pasar
del marco de referencia del mundo real al marco de referencialdeamara. Todo
lo anterior es equivalente a encontrar los paametros intrnsesde la @amara, que
son los que relacionan el marco de referencia de la imagen con el mdereferencia
de la @amara, mientras que los paemetros extrnsecos (rotacnes y traslaciones) son
los que relacionan el marco de referencia de la @amara con el madeoreferencia del
mundo real.

Segun Zhang [36] es posible clasi car las ecnicas de calibracon damaras en
dos categoras:

= Calibracon fotogranetrica. Se realiza mediante la observacbon de patrones
cuya geometra en el espacio 3D es conocida con un buen nivel degmson.
Los patrones de calibracon normalmente estin posicionados emwslo tres pla-
nos ortogonales entre ellos. En algunos casos, basta con ununptano, cuya
traslacon es perfectamente conocida. Este tipo de calibracorequiere una con-
guracon elaborada, pero sus resultados son e cientes.

= Autocalibracon.  Este netodo se basa en el movimiento de la amara obser-
vando una escena eshtica, a partir de sus desplazamientos y mdaunicamente
la informacon de la imagen. La rigidez de la escena impone en genesitric-
ciones sobre los paametros de @amara. Tres imagenes tomaglpor una misma
@mara con palametros intrnsecos jos son su cientes paraobtener tanto los
paametros extrnsecos como intrnsecos.
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Es posible calcular los paametros de la @amara directa o indirectaamte depen-
diendo del netodo que utilicemos para hacer la calibracon de la @ara, en los
nmetodos de calibracon fotogranetrica se hace directamentei Se conoce el centro de
la imagen, o indirectamente si no se conoce.

Existen diversos netodos para resolver el problema de calibracode @maras,
como son [34] donde los autores utilizan crculos en el mismo plano @paton de
referencia, en [35, 33] los autores usan crculos con@ntricosnmo paton de referen-
cia, en [36] el autor utiliza planos como paton de referencia y en [[3lbs autores
utilizaban planos pero con el centro de un crculo como restriccodel problema.

A continuacon se describian algunos netodos para resolver giroblema de cali-
bracon de @amaras. Siendo el netodo por crculos conenticos el mas relevante para
esta tesis, dado que utiliza ajuste de elipses para resolver el praidede calibracon
de @maras.

6.1.1. Calibracon de la @mara usando planos

La calibracon de @amaras usando planos, es uno de los netodogsncomunes
para resolver el problema de calibracon de @amaras, siendo ehtyajo presentado en
[36] el mas popular de este tipo. El metodo de Zhang necesita alemos 4 puntos en
el mismo plano, un paton comun para realizar la calibracon es unauadrcula como
la de la gura 6.1(a) donde tenemos 16 puntos en el mismo plano.

Para llevar a cabo la calibracon por este netodo se necesitan 3 iggnes, como
las de la gura 6.1.

Lo primero que se hace en el netodo de Zhang es calcular la homdgréd (que
es la relacon que nos permite pasar del marco de referencia de lag®a al marco de
referencia de la @amara), la cual es una matriz cuadrada de 3 x 3sg calcula con la
siguiente ecuacon:

H = K[rq;rp;t] (6.1)

donde K es la matriz de calibracon o de paametros intrnsecos de la @amia, r;
y r, son las dos primeras columnas de la matriz de rotacoR, y t es el vector de
traslaciones.

La matriz K, est representada de la siguiente forma:

0 1
uUo

K=@0 voA (6.2)
00 1
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(a) Primera imagen del plano (b) Segunda imagen del plano

(c) Tercera imagen del plano

Figura 6.1: Planos para hacer la calibracon por el netodode Zhang

dondeug y vo son el centro de la imagen, y las distancias focales y el factor de
distorson.

Sin perder generalidad podemos considerar= = f y =0 para una @amara
con pxeles cuadrados y sin distorson.

Para calcular la matrizH se usan los puntos de las tres imagenes y los puntos en el
mundo real, con un nmetodo por descomposicon en valores singudsr para encontrar
cada columna deH.

Despties se calcul& a partir de la matriz H, que son los paametros intrnsecos
de la @amara y con la cual podemos calcular la matriz de rotacoR y vector de
traslacon t, que son los paametros extrnsecos de la amara.

En erminos generales, este netodo es bueno para calibrar @aras, aunque tiene
algunos detalles, como la necesidad de buscar las esquinas en los glémcual usual-
mente se hace manualmente, y para procesos autonaticos seaséa agregar un algo-
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ritmo para encontrar las esquinas. Adenas, al no ser un netodde auto-calibracon,
se necesita agregar una pequefa modi cacbn para que realicendicalibracon.

6.1.2. Auto-calibracon de la @amara usando cuboides

En [39] se presenta un netodo para la auto-calibracon de @amas utilizando cu-
boides como los de la gura 6.2 y que funciona como se explica a contcua

(a) Primer cuboide (b) Segundo cuboide

Figura 6.2: Cuboides para la auto-calibracon

Un cuboide es un paraleleppedo conangulos internos de QCel cual podemos
parametrizar para obtener los valores del tamano del cuboide arfir de sus lados

2 3

4 000
- 0 2 0 _
= §O 6 %3 05 (6.3)
0O 0 0 1
Los puntos en la imagem; = [x;;V;; 1]" ji=1.:s Satisfacen la ecuacon:
0 1
0 1 1 1 1
X1 2X2 8Xg 1 1 1
@ 1y, Ly gysh = X E@l 1 1§ (6.4)
1 2 8
1 1 1

donde X 2 R*# es la matriz de proyeccon y de ne al factor de escala como:

X M ~ K [Rjt] ~ (6.5)

A partir de la cual se puede derivar la siguiente ecuacon:

XT KT K1??X T (6.6)
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DespLes se estiman los pamametros intrnsecos de la @amara rda restriccon:

=K T K !
X{§ 1 X;=0

(6.7)

Al tener la matriz de paametros intrnsecosK , se pueden obtener los paametros
extrnsecos.

Como se dijo antes para llevar acabo este tipo de calibracon se n&tan cuboi-
des, en la gura 6.2 pueden verse bloques que sirven para hacenestlibracon, y
en la gura 6.3 pueden verse los paraleleppedos formados a partie tbs paametros
obtenidos de la amara.

(a) Primer cuboide (b) Segundo cuboide

Figura 6.3: Dibujado de los cuboides a partir de los paametos de la amara

6.1.3. Calibracon de @amaras usando crculos con@nt ricos

En [33] se presenta un algoritmo para calibracon de @amaras usam crculos
conentricos, para realizar este tipo de calibracon, se puedeilizar un paton como
el de la gura 6.4.

Para usar el paton de la gura 6.4, primero hay que obtener las elges del paton.
Una manera de obtenerlas es usando un umbrapara extraer solo el crculo que re-
presenta el paton.

lpara extraer el crculo se necesita que el crculo sea de color neg y ese en un fondo de color
blanco, primero se convierte la imagen de color en una imagen en escdkagrises. DespLes se recorre
la imagen pxel por pxel y los valores menores a cierto umbral se tonan como blanco, los demas
COMo negro
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Figura 6.4: Paton de crculos con@ntricos

En la gura 6.5(a) puede observarse el crculo obtenido del patn, al cual se
aplican dos operaciones morfobgicas erosdry desples dilatacbn®, para obtener los
bordes del crculo restando la imagen erosionada a la imagen dilatadias cuales pue-
den verse en la gura 6.5(b) y forman dos elipses.

(a) Paton obtenido mediante umbralizacon (b) Bordes del crculo

Figura 6.5: Paton de crculos desples de la umbralizacon y la obtencon de sus bordes

El siguiente paso es ajustar las elipses, existen diversas formabedar a cabo este
paso, el primero es extrayendo y separando las elipses con algaoaita de visbn y
desples ajustando cada elipse con alguno de los netodos preados en el captulo 3,
o de una manera nas robusta con el netodo presentado en esésis en la seccon 4.1.

Una vez que se tienen los paametros de las elipses, se calcula la hgnad@, con
la que se obtiene la matriz de paametros intrnsecos de la @amayr&al como se obtuvo
en las secciones anteriores. El proceso para obtener la homagesf el que se detalla

2’La erosbn es el proceso de eliminar los puntos que se encuentram €l borde de un objeto,
reduciendo suarea

3La dilatacbn es el proceso de incorporar puntos en el borde de uwlbjeto, incrementando su
area
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a continuacon.

Se deben obtener los paametros implcitos de las elipses (coe otes en la ecua-
con general de las @nicasdy; by; o; do; €9; fo]) @ partir de los explcitos ((a; b; x; Ye; ),
con las siguientes ecuaciones:

a, = a* serf + I cog (6.8)

by=cos sen (¥ a2 (6.9)

=K cos ( y. sen x. cos) a® sen (Xc cOS Y. cos ) (6.10)

do= I sen + a? cos (6.11)

= sen ( y. sen X, cos) a® cos (Xc cos Yy, cos ) (6.12)

fo= P (Yo sen X, cos )?+ a (Xc cos Y. cos )?> a® ¥ (6.13)

Con estos valores se forman las matrices de las onidagsy A, como:

1 0 1
do, tbl Co, do, tbz Co,
Al = @tbl d01 eolA AZ = @tbz d02 e02A (614)
Co, ©o; f 01 Co, €o, f 02

Se realiza el @alculo de las inversas d&; y A,, y se multiplica A; por la inversa
de A, para formar la matriz B. Se obtienen los eigenvalores @, y se multiplican los
valores mas cercano y alejado de la mediana de eigenvalores con lardiicia de las
inversasA, 'y A,*. El valor ue resulta se descompone en valores singulat¢SV] y

se hace la multiplicaconU ~ S, con la que se obtiene la homografa como se muestra
en el algoritmo 12.

Desples con la homografa se obtiene la matriz de paametros imsecos de la
@mara.

Este netodo regresa buenos resultados, sobre todo con clasi de radio mayor.
Tiene el problema de necesitar de un crculo negro en un ambientendi@ no haya
mas negros, porque otros objetos negros pueden generar oyique no poda ajustar
un netodo convencional, por lo que una heurstica como la preseada en esta tesis
es una buena solucon.
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Algoritmo 12 Qlculo de la homografa
Entrada: matrices de mnicasA; y A,
Salida: Homografa H

Ainv1 = inversa(A;)

Ainv 2 = inversa(Ay)

B=Anw2 A

e = eigenvaloregB)

m = min (abgmediana(e) e))

[U;S; V] B_descomposicion en valores singularegm A1 Ainv2)

J]_ =U S

m = max(abgmediana(e) e))

[U;S;V] 5_descomposicion en valores singularegm A1 Ainv2)

Jz =U S

H(1;1) = J2(1;1)

H(1;2) = J2(1;2)

H(1;3) = Ji(1;1)

H(2;1) = J2(2;1)

H(2;2) = J2(2;2)

H(2;3) = J1(2;1)

H(3;1) = J2(3;1)

H(3;2) = J2(3;2)

H(3;3) = Ju(3;1)
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6.2. Aplicacon de la calibracon de @maras en
realidad aumentada

En [31] se presenta un trabajo de realidad aumentada, donde undpe del siste-
ma necesita la calibracon de @amara para poder tener las caracgticas intrnsecas
y extrnsecas de la @amara y as poder generar objetos virtuas dentro la imagen o
video, de una manera coherente. El trabajo presenta dos nelms de calibracon de
@mara, uno con un paton de crculos en un plano y otro con crulos coneentricos,
su nalidad es construir una herramienta para la creacon de sisteas de realidad
aumentada con el uso de video digital.

La herramienta que se propuso consta de la captura de video, msamiento de
los marcos de video, reconocimiento de patrones, calibracon dentaras y desplegado
de un objeto virtual. Para la captura de video en el trabajo, modiaron la librera
DVGrab 4, con la que se obtena el video por el puertaeware.

Desples de tener los marcos de video, se procesaba cada maggmeddiendo del
tipo de paton gque se utilizara para la calibracon de amara. En caso de utilizar un
paton blanco y negro como el de la seccon 6.1.3, el procedimiengva convertir el
marco a tono de grises, suavizar la imagen, detectar los bordes nmascaras de Sobel
y nalmente binarizar el marco. En caso de utilizar un pation a coloysolo se hace la
segmentacon por color del marco, el cual se explicaa a detalle éa seccon 6.2.1.

Una vez procesados los marcos, se extraen las guras geonetsicequeridas pa-
ra la calibracon de @amaras (en este caso crculos con@ntri@que forman elipses
cuando estan proyectados), con el algoritmo ED + SD de la secob3.2.2. Despies
se proceda a hacer la calibracon de @mara, extrayendo los @anetros extrnsecos
e intrnsecos de la amara.

Porultimo se lleva a cabo la adicon de objetos al video, esto es, seagan los
objetos conOpenGL °. Todo trabajando en una interfaz erQt °.

6.2.1. Crculos cone@ntricos para calibracon de la @ mara

Como se mencioro en la seccon 6.1.3, el netodo de calibracon dantaras se
puede realizar utilizando crculos conentricos como paton. Erel trabajo presentado
en [31], se usaban dos tipos de patrones por crculos con@ntscaino blanco y negro,
y otro a color como los patrones de la gura 6.6.

4http://www.kinodv.org/
Shttp://www.opengl.org/
Shttp://qt.nokia.com/
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(a) Primer paton (b) Segundo paton

Figura 6.6: Paton de crculos cone@ntricos rojo

Para procesar el paton se usa segmentacon por color, dicholor puede variar,
aungue en este caso es el rojo, el procedimiento consiste en exdimos pxeles en
el modelo de color RGB (del ingleRed, Green, Blug a HSI (del inglesHue, Satura-
tion, Intensity ), con lo que se extraen los objetos de un solo color en particular. El
modelo HSI, de ne un modelo de color en erminos de su matiz (H), saacon (S) e
intensidad ().

Del modelo HSI solo es de intees los paametros H y S, para pasde erminos
RGB a HSI se utilizan las siguientes ecuaciones:

R G B

= ‘a= ‘b= ——— i
""R+6+ B9 R+G+B " R+G+B (6.15)
g cos 1[p0:5[(r g+(r_bj ] sib g
h= (r 9)2+(r b(g b (6.16)
) cos 1[p O5[(r g)+(r b ] Sib> g .
(r 92+(r b(g b
s=1 3 min(r;g;b s2]0;1] (6.17)

Una vez que se tienen los paametros Hy S del modelo HSI, se hachkiterizacon
de la imagen, para tener solo los objetos del color rojo (o el coloregse elija). Para
binarizar se toman los pxeles con valor de H entre 30¢ 36(C.

En el algoritmo 13, se puede ver el procedimiento para hacer la segiacon por
color, primero obteniendo los paametros H y S del modelo RGB, y ggles binari-
zando la imagen.

El resultado de la segementacon por color para los patrones de lgura 6.6, se
puede ver en la gura 6.7.
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(a) Primer paton (b) Segundo paton

Figura 6.7: Segmentacon de las guras

Desples de obtener solo los pxeles de los objetos de color ro@ psocede a hacer
la extraccon de las elipses. Primero se extraen los bordes de losetbs, restando la

imagen erosionada a la imagen original, quedando solo los bordes dgtolbcomo en
la gura 6.8.

(a) Primer paton (b) Segundo paton

Figura 6.8: Mapa de bits obtenido para las guras

Una vez extrados los bordes de los objetos, se hace el ajustestipses en los pun-
tos que conforman los bordes. Para realizar el ajuste, en [31], se &D + SD, que
como se vio en el captulo 5 puede fallar en algunos casos, dependitedel rumero
de puntos atpicos. En la gura 6.8(a) esh un ejemplo de elipses copuntos atpicos,
dependiendo del fondo en donde se encuentre el paton es plesitener un mayor
rumero de puntos atpicos.

ED + SD, se puede sustituir por el algoritmo propuesto en esta teSBA-RANSAC
gue es un poco nas robusto que ED + SD, adenas de necesitar nesrpaametros de
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Algoritmo 13 Segmentacbn por color
Entrada: Elementos del marco en formato RGBM:R ,im:G y im:B
Entrada: Base y altura del marcdobase; altura
Salida: Marco binarizadohsi
for 1 0Oto base altura do
suma IM:R[i]+ im:G[i] + im:B [i]
r im:R[i]=suma
g imGJ[i]=suma
b im:BJ[i]J=suma
r bthen
h  cos 1[p2Slr_9+(r Bl 4
S

if

(r 92+(r b(g b

else

h o 2 cos 1[pUSlt_a+(r bl
(r 9?+(r b(g b)

s=1 3 min(r;g;b
if (h> 300&&h < 360)&&(s > 0:2) then

hsi[i] 255
else
hsi[i] O

entrada relacionados con las elipses. Las elipses extradas paragaones de la -
gura 6.6 con GA-RANSAC, se pueden ver en las guras 6.9(a) y 6.9(&) color verde.

(a) Elipses obtenidas en la gura 1 (b) Elipses obtenidas en la gura 2

Figura 6.9: Elipses obtenidas con GA-RANSAC

Finalmente, con las elipses extradas, se puede obtener la homdgrg la matriz
de pammetros intrnsecos de la @amara como en la seccon 6.1.3.
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Conclusiones

En esta tesis se propuso el nmetodo robusto GA-RANSAC para agtar nultiples
elipses en un conjunto de datos. Este netodo kasicamente intlace un algoritmo
geretico para seleccionar el mejor subconjunto de cinco puniasel llamado conjunto
de consenso en RANSAC, que mejor representa a una elipse dedeoun conjunto
de puntos. Con las pruebas realizadas, se mostio que la propwepresentada es nas
robusta que el netodo de RANSAC + MMC y el netodo ED + SD presatado en [32].

En el metodo presentado se propusieron tres funciones de aptitque mostraron
ser adecuadas para el problema de ajuste de elipses y robustasglimtos atpicos.
Sin embargo, en nuestras pruebas la segunda funcon de aptitugje mide el rumero
de puntos por unidad de permetro de la elipse, mosto el mejor dempeno.

La primera funcon de aptitud propuesta {rumero de puntos en ua zona sobre el
permetro de la elipse{ tena problemas pues encontraba elipsedgas que rodeaban a
las elipses correctas, mientras que la segunda funcon de aptitutfnero de puntos
en la elipse{ arreglaba este problema, al tomar en cuenta el pertrede la elipse. La
tercera funcon de aptitud {suma de distancias de Hausdor { moso menor desem-
peno en comparacon con las otras dos, adenas de necesitasniempo de ejecucbdn
para resolver el problema.

El algoritmo GA-RANSAC tiene la ventaja con respecto al algoritmo B + SD,
de no necesitar pammetros de entrada implcitos relacionadoson las elipses, como
son los Imites de los pamametros de la elipsea[b; x; y.; ], pues utiliza ajuste alge-
braico para calcular las elipses candidatas, en vez de proponergoaetros aleatorios
de elipses candidatas.

El algoritmo geretico, se introdujo con la intencon de mejorar la iisqueda de la
solucon. Como se mosto en el captulo 5, haciendo la busquedde la solucon, con
una husqueda puramente aleatoria usando el rumero promedicecevaluaciones que
se usaron en el algoritmo geretico, se obtienen resultados merosaces que los del
algoritmo con GA-RANSAC, lo cual muestra la mejora en el desempedel procedi-
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miento al usar un algoritmo geretico.

En el trabajo se propuso un operador de husqueda local paraaoritmo gereti-
co, con el objetivo de mejorar la lhusqueda de la solucon, sin emigm el operador
propuesto no mostio muchas mejoras y aumentaba un poco elrieo de ejecucon
del programa.

Para la extraccon automatica de multiples elipses, se propuso ehetodo de la
seccon 4.4, que funciona para ciertos conjuntos de datos, auegnecesita de conoci-
miento emprico sobre las elipses a buscar, para dar mejores readlbs.

La e cacia del metodo presentado puede incrementarse paragilemas espec cos
dependiendo del contexto de aplicacon. La principal contribucb de esta tesis es la
deteccon de multiples elipses sin la necesidad de conocimiento especsobre cada
elipse en los datos de entrada.

En erminos generales el trabajo presentado en esta tesis es metodo robusto
para el ajuste de nultiples elipses inmersas en ruido, con resultadmejores a los
nmetodos RANSAC + MMC y ED +SD. Aungue tiene la desventaja de temr un
tiempo de ejecucon costoso en comparacon con los netodostdeministas para el
ajuste de elipses.

En cuanto a las aplicaciones que puede tener el algoritmo presemtadxisten di-
versas aplicaciones donde puede ser utilizado. Como se mosto enaptulo 6, una
de las utilidades que tiene el ajuste de elipses, es para la calibracen@maras, que
a su vez tiene aplicaciones en otrasareas como lo son la realidad aniaéa.

El algoritmo presentado es robusto, aunque no inmune a los puntpicos, por lo
cual es una buena opcon en la calibracon de @amaras por crcukconentricos. Por
otro lado es un poco costoso en erminos de tiempo de ejecucoas que para apli-
caciones de tiempo real que demanden un algoritmo apido es mejmar algoritmos
deterministas, sin embargo s es una excelente opcbon en aplicawgs que necesiten
de mayor robustez.

Este trabajo de tesis produjo el siguiente artculo:

= (=sar Cruz-Daz, Luis Gerardo de la Fraga and Oliver Schatze. Eness Function
Evaluation for the Detection of Multiple Ellipses Using a Genetic Algoritim.
2011 8th International Conference on Electrical Engineeng, Computing Scien-
ce and Automatic Control (CCE 2011) Merida City, Mexico, October 26 - 28,
2011, pp. 946-951.
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Trabajo a futuro

El trabajo a futuro que se puede realizar es el siguiente:

= Se puede paralelizar el algoritmo, para buscar reducir el tiempo deaicon
del algoritmo, pues los algoritmos gereticos son altamente paralelides.

= Se puede probar la segunda funcon de aptitud con otras heuists de optimi-
zacon y ver si alguna resuelve el problema en un rumero menor dealuaciones.

= El trabajo presentado puede mejorar signi cativamente, con la iegracon de
alguna ecnica de husqueda local especializada. Con lo cual se espa una
reduccon en el tiempo de ejecucon as como una aplicacon exitsa en datos
con gran cantidad de ruido y puntos atpicos.

= Proponer un netodo para la lusqueda automatica de mnultiples dipses, nas
efectivo que el presentado en la seccon 4.4.

= Realizar mas pruebas con datos en circunstancias diferentes a passentadas.

= Hacer la comparacon con otros netodos que existan para reselvel problema
de ajustes de elipses.
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