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Resumen

El problema de ajuste de elipses consiste en encontrar la mejor elipse que se ajusta
a un conjunto de puntos, �este es un problema que surge en diversas �areas, por ejemplo
en visi�on computacional, Rob�otica, detecci�on de rostros, Astronom��a, entre otras.

En esta tesis, nosotros usamos un algoritmo gen�etico para la detecci�on y ajuste
de m�ultiples elipses que est�an dadas impl��citamente por un conjunto de datos que
contiene ruido. El objetivo general es detectar r�apidamente todo el conjunto de elip-
ses, sin informaci�on adicional sobre el tama~no y forma de las elipses, o la cantidad de
ruido en el conjunto de datos, pero conociendo el n�umero de elipses y proporcionando
un valor de umbral.

En este trabajo, nosotros desarrollamos e investigamos |basados en un algoritmo
gen�etico est�andar| tres diferentes funciones de aptitud que ten��an diferentes venta-
jas y desventajas. A partir de los resultados num�ericos, veri�camos que estamos en
condiciones de calcular de manera �able y e�ciente el conjunto de elipses en ciertas
situaciones.
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Abstract

The problem of ellipse �tting consists of �nding the best �t ellipse to a set of
points, it is a problem that arises in many areas, e.g. Computer Vision,Robotics,
Face Detection, Astronomy, among others.

In this thesis, we use a genetic algorithm for the detection and �tting of multiple
ellipses which are implicitly given by a data set which contains noisy data.The ove-
rall aim is to quickly detect the entire set of ellipses, without additional information
about the sizes, and shapes of the ellipses, or the amount of noise inthe data set, but
knowing the number of ellipses and providing a threshold value.

In this work, we develop and investigate |based on a standard genetic algorithm|
three di�erent �tness functions which have di�erent advantagesand disadvantages.
From numerical results we verify that we are yet able to reliably and e�ciently com-
pute the set of ellipses in certain situations.
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Cap��tulo 1

Introducci�on

1.1. Descripci�on del problema

Ajuste de elipses.

El problema de ajuste de elipses consiste en lo siguiente:

Dado un conjunto de puntos en un sistema de coordenadas globalpi 2 R2j1� i � n ,
se debe encontrar la mejor elipse que representa ese conjunto depuntos.

Una elipse puede representarse por 5 par�ametros que son:

Semieje mayora

Semieje menorb

Coordenadas del centroxc y yc

Angulo de rotaci�on �

En la �gura 1.1 podemos ver un ejemplo de los par�ametros que de�nen una elipse.

Ahora de�niremos brevemente dos conceptos importantes, que ser�an explicados
con m�as detalles la secci�on 2.2, en la p�ag. 8:

Punto at��pico es un punto que pertenece a otra distribuci�on, en nuestro caso
a otra u otras elipses.

Ruido es un punto que no pertenece a ninguna distribuci�on. En el caso de
procesamiento de im�agenes este ruido se genera en la misma captura de la
imagen.

1
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Figura 1.1: Par�ametros de la elipse

Entonces, el ajuste de elipses se encarga de encontrar los par�ametros que de�nen
una elipse en un conjunto de datos dados, los cuales pueden contener ruido. En la
pr�actica, dif��cilmente se da el caso en el que se obtengan solo las muestras de los
puntos que pertenecen a una elipse, adem�as existen puntos que no pertenecen a la
elipse conocidos como puntos at��picos.

Debido a que en visi�on y procesamiento de im�agenes, es com�un quese tenga un
conjunto de datos con varias elipses, es necesario encontrar los par�ametros de las
distintas elipses en el conjunto de datos. Dada la complejidad de encontrar m�ultiples
elipses en un conjunto de datos, es necesaria una heur��stica pararesolver el problema,
ya que los m�etodos convencionales usualmente no son capaces de resolverlo.

Entonces, el ajuste de m�ultiples elipses consiste en encontrar lospar�ametros de
cada una de las elipses dadas impl��citamente en un conjunto de datos que contiene
ruido. En la �gura 1.2 podemos ver un ejemplo de un conjuntos de datos con m�ultiples
elipses.

1.2. Motivaci�on

El problema de ajuste de elipses es concurrente en diversas �areas del conocimiento,
principalmente en procesamiento de im�agenes y visi�on computacional, aunque tiene
diversas aplicaciones en otras �areas, como son Rob�otica[1], Astronom��a, detecci�on de
rostros[2], F��sica [3], Biolog��a, control de calidad, etc.
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X

Y

Figura 1.2: Puntos que representan m�ultiples elipses

Existe una gran cantidad de m�etodos para ajustar elipses, algunos son m�etodos
anal��ticos, mientras otros son heur��sticas, los algoritmos m�as sencillos son los que se
basan en el ajuste algebraico, estos m�etodos no son iterativos,adem�as de que son
sencillos de implementar y con un costo computacional bajo, en general funcionan
bien para ajustar c��rculos y elipses en ausencia de ruido, aunque este problema es en
general no-lineal y muy propenso a tener ruido.

Otro m�etodo determinista es el ajuste por m��nimos cuadrados, un m�etodo muy
popular debido a que se puede resolver por m�etodos num�ericos tales como el m�eto-
do de Gauss-Newton [4] , b�usqueda lineal{search line{, descenso empinado {steepest
descent{, Levenberg Marquadt [5], etc. o incluso con un ajuste directo de m��nimos
cuadrados [6], todos estos m�etodos son m�as robustos que los m�etodos algebraicos,
aunque con un costo computacional un poco mayor por ser iterativos (excepto el
m�etodo directo), son menos sensibles al ruido, pero aun tienen elinconveniente de ser
sensibles a los puntos at��picos.

Otra manera de resolver el problema de ajuste de elipses, es usando m�etodos con
la transformada de Hough, que son m�etodos estad��sticos con elinconveniente de dar
problemas para �guras geom�etricas m�as complejas que l��neas yc��rculos. Por �ulti-
mo tenemos los m�etodos robustos, que pueden ser heur��sticas oh��bridos de alguna
heur��stica con un m�etodo determinista. Existen varios m�etodosrobustos, pero uno de
los m�as populares es el de consenso de muestras aleatorias {Random Sample Consen-
sus{ (RANSAC) [7], as�� como m�etodos usando algoritmos evolutivos.
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4 Cap��tulo 1

Existen diversos m�etodos para el problema de la extracci�on de lospar�ametros de
m�ultiples �guras geom�etricas, en nuestro caso elipses. El ajuste de m�ultiples elipses
tiene adem�as variadas aplicaciones, como por ejemplo en [8], en donde se extraen
varias elipses a partir de la silueta de una persona. En este caso los autores usaron
el algoritmo esperanza minimizaci�on {Expectation Minimization{ (EM) primero pa-
ra acercarse, y despu�es el m�etodo Levenberg Marquadt paraencontrar los par�ametros.

El procedimiento m�as popular para ajustar m�ultiples elipses es unacombinaci�on
de RANSAC con alg�un ajuste por m��nimos cuadrados [9]. Cabe mencionarse que
existen otras heur��sticas para obtener m�ultiples elipses como [10],donde se propone
un m�etodo parecido a RANSAC. En [11] se propone otro algoritmo que utiliza una
heur��stica para buscar los centros de las elipses y despu�es utilizarajuste algebraico
para encontrar la elipse. En [12] se usa la transformada de Hough y un algoritmo
gen�etico para obtener m�ultiples elipses.

Los m�etodos para ajustar m�ultiples elipses tienen la �nalidad de serrobustos, sin
embargo presentan problemas para algunos casos, y solo son capaces de encontrar
elipses con cierta cantidad de ruido y puntos at��picos, siendo necesaria una heur��stica
m�as robusta que las mencionadas, con la �nalidad de ajustar elipsesen conjuntos de
datos con mayor ruido.

1.3. Metodolog��a

En la presente tesis se propone una soluci�on al problema de ajustede m�ultiples
elipses en un conjunto de datos con condiciones altas de ruido. El m�etodo propuesto
consiste en minimizar una funci�on de aptitud robusta que resuelve el problema de
ajustes de elipses usando un algoritmo gen�etico (AG).

Se proponen tres funciones de aptitud para el ajuste de m�ultipleselipses, que son
robustas a los puntos at��picos. Las funciones propuestas fueron minimizadas con un
algoritmo gen�etico.

1.4. Contribuciones

Las principales contribuciones fueron:

Se propuso un algoritmo robusto capaz de resolver la extracci�on de m�ultiples
elipses.
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Se implementaron diversos m�etodos para la soluci�on del problema de ajuste de
elipses.

Se obtuvieron mejores resultados en algunos casos que con los m�etodos ya exis-
tentes.

Se hizo la detecci�on de m�ultiples elipses sin la necesidad de conocimiento espe-
ci�co sobre cada elipse en los datos de entrada.

1.5. Organizaci�on de la tesis

La tesis est�a organizada en 7 cap��tulos que se describen a continuaci�on:

Cap��tulo 1. Introducci�on. En este cap��tulo se da el panorama delo que se realizo
en la tesis, se presentan las primeras ideas sobre el ajuste de elipses y el alcance
que tuvo la tesis.

Cap��tulo 2. Marco te�orico. En este cap��tulo se abordan formalmente los funda-
mentos y conceptos necesarios, como lo son el ajuste de curvas,la distancia, la
optimizaci�on, m�etodos de ajuste de elipses conocidos y algoritmosevolutivos.
Adem�as se presentan trabajos previos que resuelven el problema de ajuste de
m�ultiples elipses.

Cap��tulo 3. Ajuste robusto de una elipse. En este cap��tulo se presentan algunos
m�etodos que resuelven el problema de ajuste de elipses, cuando solo se busca
una elipse como lo es el ajuste directo, el ajuste por m��nimos cuadrados y el
ajuste usando heur��sticas, al �nal se presentan algunos resultados.

Cap��tulo 4. Ajuste robusto de varias elipses. En este cap��tulo se explica de
que se trata la extracci�on de m�ultiples elipses, las aplicaciones que tiene para
diversos usos, as�� como el m�etodo para resolver dicho problema. Adem�as se
describe formalmente la soluci�on propuesta para resolver el problema usando
un algoritmo gen�etico con distintas funciones de aptitud propuestas.

Cap��tulo 5. Resultados. En este cap��tulo se muestran los experimentos realiza-
dos y los resultados obtenidos en el m�etodo propuesto. Se compara el m�etodo
propuesto con el trabajo presentado en [9]. Al �nal se tiene la discusi�on sobre
los resultados obtenidos.

Cap��tulo 6. Aplicaciones. En este cap��tulo se presenta una aplicaci�on de la ex-
tracci�on de m�ultiples elipses para la calibraci�on de c�amaras usando c��rculos
conc�entricos.
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6 Cap��tulo 1

Cap��tulo 7. Conclusiones. En este cap��tulo se presentan las conclusiones y el
trabajo a futuro para esta tesis.
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Cap��tulo 2

Marco te�orico

En este cap��tulo se explican algunos conceptos b�asicos que son deinter�es para este
trabajo de tesis. En primer lugar se de�ne que es una elipse, debido aque el trabajo
est�a enfocado en la extracci�on de elipses, es importante saber que es una elipse. Des-
pu�es se habla del ajuste de curvas, pues el ajuste de elipses es un caso particular de
�este.

Luego se habla de la distancia, debido a que �estas son com�unmenteusadas como
funci�on a minimizar en el ajuste de elipses. En la siguiente secci�on sede�ne breve-
mente lo que es la optimizaci�on, debido a que el ajuste de elipses puede plantearse
como un problema de optimizaci�on.

Despu�es se habla de los algoritmos evolutivos, porque engloban varias t�ecnicas
para la soluci�on de diversos problemas, entre los cuales se encuentran los algoritmos
gen�eticos. Por �ultimo se mencionan algunos trabajos relacionados con el trabajo pre-
sentado en esta tesis.

2.1. Elipse

Una elipse es la curva cerrada que resulta de la intersecci�on de un plano y un
cono. Una elipse es tambi�en el lugar geom�etrico de todos los puntos en el plano cuyas
distancias a dos puntos �jos suman lo mismo. Las elipses son de inter�es, debido a que
al proyectar un c��rculo se forma una elipse, y los c��rculos son objetos muy comunes.

Elementos de una elipse

La elipse es una curva plana y cerrada, sim�etrica a dos ejes perpendiculares entre
s��: el semieje mayora y el semieje menorb, que son la mitad del eje mayor y el eje
menor respectivamente.

7



8 Cap��tulo 2

Los focos de la elipse son dos puntos equidistantes del centro en eleje mayor, cuya
suma de las distancias desde cualquier punto en la elipse a los focos es constante.

Ecuaciones de la elipse

Existen diversas formas de representar una elipse por medio de ecuaciones, a con-
tinuaci�on se mencionan las m�as comunes.

La ecuaci�on de la elipse en coordenadas cartesianas, con centro en el origen es:

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (2.1)

y con centro fuera del origen:

(x � xc)2

a2
+

(y � yc)2

b2
= 1 (2.2)

La ecuaci�on de la elipse en coordenadas polares:

r (� ) =
b

q
cos(� )2

a2 + sen(� )2

b2

(2.3)

La ecuaci�on param�etrica de la elipse con centro en (xc; yc) es:
�

x = xc + acos�
y = yc + bsen�

(2.4)

donde� 2 [0; 2� ).

La ecuaci�on general de las secciones c�onicas es:

Ax 2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0; (2.5)

y describe una elipse cuandoB 2 < 4AC.

2.2. Ajuste de curvas

El ajuste de curvas es el proceso por el cual se reconstruye una curva, o funci�on
matem�atica, esta curva es la que se ajusta mejor a un conjunto de puntos dados, los
cuales posiblemente tengan una restricci�on. El ajuste de curvaspuede considerarse
como una interpolaci�on, si se busca un ajuste exacto en los datos, o solo como una
funci�on suave que se ajusta a los puntos.
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Un �area relacionada es el an�alisis de regresi�on, que se enfoca m�as en temas de
inferencia estad��stica tales como ajustar una curva presente enun conjunto de datos
con errores aleatorios. El ajuste de curvas puede ser utilizado como una ayuda para
la visualizaci�on de datos, inferir valores de una funci�on donde no hay informaci�on
disponible sobre los datos, para deducir las relaciones entre dos variables, etc.

El ajuste de curvas es un tema importante en procesamientos de im�agenes y visi�on
computacional, sin embargo tambi�en es utilizado fuera de estos �ambitos.

A continuaci�on se de�nir�an dos conceptos que son de importancia, el ruido y los
puntos at��picos, debido a que al tomar muestras de alg�un experimento, es com�un que
dichas muestras contengan ruido y puntos at��picos. Por lo tanto para llevar a cabo
el ajuste de un conjunto de datos, hay que tener en cuenta que �estos pueden estar
alterados por diversas razones.

Puntos at��picos

En estad��stica, un punto at��pico [13] es una observaci�on que est�a num�ericamente
distante del resto de datos de un conjunto dado. En la �gura 2.1 sepuede ver un
ejemplo de puntos at��picos, en la cual se pueden observar siete puntos muy distantes
de la distribuci�on que forma la elipse.

En la pr�actica el conjunto de datos con el que se est�a trabajando puede tener una
gran cantidad de ruido, y al existir elementos muy alejados del modelo original, �estos
repercuten sobre el ajuste que se est�e haciendo, los datos quese encuentran alejados
del modelo original se conocen como puntos at��picos.

Los puntos at��picos son consecuencia de errores de almacenamiento, errores de
captura, errores de redondeo, errores de comunicaci�on, entre otros. Estos puntos son
comunes en datos obtenidos de problemas reales, y en sistemas autom�aticos es com�un
que estos puntos pasen desapercibidos.

Ruido estad��stico

En computaci�on, ruido son los datos sin signi�cado, que se producen simplemente
como un subproducto no deseado de otras actividades. En particular, en procesamien-
to de im�agenes este ruido se genera al capturar la imagen. En la �gura 2.2 se puede ver
un ejemplo de ruido estad��stico, en la �gura hay puntos que asemejan una elipse, pe-
ro no se ven uniformes sino distorsionados, a dicha distorsi�on se le conoce como ruido.
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Figura 2.1: Puntos at��picos
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Figura 2.2: Ruido estad��stico

M��nimos cuadrados

El m�etodo de m��nimos cuadrados es un enfoque com�un para aproximar soluciones
en un sistema sobre determinado, esto es, un sistema de ecuaciones donde hay m�as
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ecuaciones que inc�ognitas. Los m��nimos cuadrados signi�can que se reducir�a al m��ni-
mo la suma de los cuadrados de los errores cometidos al resolver cada ecuaci�on.

Los m��nimos cuadrados fueron descritos por primera vez por Gauss en 1794 [14].
La aplicaci�on m�as importante de los m��nimos cuadrados, es en el ajuste de datos. El
mejor ajuste usando m��nimos cuadrados, minimiza la suma de los errores residuales
al cuadrado. Un error residual es la diferencia entre el valor dadoy el valor obtenido
mediante un modelo matem�atico.

Los problemas de m��nimos cuadrados pueden ser de dos tipos: lineales y no linea-
les, dependiendo si los residuales son lineales en todas las inc�ognitas. Los m��nimos
cuadrados lineales son un problema que ocurre en an�alisis de regresi�on; �estos tienen
una soluci�on exacta (involucra la inversi�on de una matriz). Los m�etodos no lineales no
tienen una soluci�on exacta y son resueltos por m�etodos iterativos con aproximaciones
sucesivas.

M��nimos cuadrados no lineales

Los m��nimos cuadrados no lineales es la forma de m��nimos cuadrados que se usa
para ajustar datos cuando se tiene un modelo no lineal, esto es, se tiene un sistema
con m ecuaciones,n inc�ognitas y m > n . �Esta es usada en an�alisis de regresi�on no
lineal.

En [15] se de�ne el problema de m��nimos cuadrados no lineal como sigue:

De�nici�on 1 Problemas por m��nimos cuadrados:
Encontrar x � , un local m��nimo para:

F (x) =
1
2

mX

i =1

(f i (x))2 (2.6)

dondef i : Rn ! R; i = 1; ::::; m son las funciones dadas ym � n

Para resolver estos problemas se utilizan diversos m�etodos iterativos, como el
descenso empinado, el algoritmo de Gauss-Newton, entre otros.El m�etodo m�as po-
pular para ajustar los m��nimos cuadrados no lineales, es el algoritmode Levenberg-
Marquadt.

M��nimos por valores absolutos

Debido a que pueden existir puntos at��picos, dichos puntos puedenalterar en gran
medida la soluci�on del problema al usar el cuadrado de la diferencia,entonces un
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12 Cap��tulo 2

m�etodo m�as robusto es el uso de la suma de los valores absolutos,que es menos
sensible al ruido. Por lo tanto la funci�on a minimizar ser�a ahora:

F (x) =
mX

i =1

jf i (x)j (2.7)

El problema con este tipo de funci�on es que no es derivable en el m��nimo, lo que no
la hace viable para usarse con los m�etodos para m��nimos cuadrados, sino con m�eto-
dos de optimizaci�on no lineal, como los mencionados para los m��nimos cuadrado no
lineales. Aunque los m�etodos iterativos no nos garantizaran que lleguemos al �optimo
global y el problema puede quedar atrapado en un �optimo local.

2.3. Distancia

Se de�ne a la distancia o m�etrica como:

De�nici�on 2 Una funci�on binaria d(a; b) en X � X 2 R que cumple con las siguien-
tes condiciones:

1. No negatividad:d(a; b) � 0 8a; b2 X

2. Simetr��a: d(a; b) = d(b; a) 8a; b2 X

3. Desigualdad del tri�angulo:d(a; b) � d(a; c) + d(c; b) 8a; b; c2 X

4. 8x 2 X : d(x; x) = 0

5. Si x; y 2 X cumplen qued(x; y) = 0 ) x = y

Distancia Euclidiana

La distancia o m�etrica euclidiana es la distanciaordinaria entre dos puntos y
est�a dada por una f�ormula Pitag�orica.

La distancia euclidiana entre dos puntosx e y es el largo del segmento de l��nea
que los conecta. En coordenadas cartesianas, six = ( x1; x2) e y = ( y1; y2) son dos
puntos en el espacio euclidiano de dos dimensiones, entonces la distancia dex a y, o
de y a x est�a dada por:

d =
p

(x1 � x2)2 + ( y1 � y2)2 (2.8)
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Distancia de Hausdor�

Se de�ne la distancia de Hausdor� como:

De�nici�on 3 Sean u; v 2 Rn y A; B � Rn . La distancia normal m�axima d1 , las
semi-distanciasdist(:; :), y la distancia de Hausdor� dH (:; :) de�nidas como sigue:

1. d1 (u; v) := m�ax i =1 ;:::;n jui � vi j

2. dist(u; A) := ��nf v2 A d1 (u; v)

3. dist(B; A ) := supu2 B dist(u; A)

4. dH (A; B ) := m�ax f dist(A; B ); dist(B; A )g

Cabe mencionarse que en conjuntos discretos (con los que se trabaja en compu-
taci�on) el ��n�mo y el supremo son equivalentes al m��nimo y m�aximo respectivamente.

2.4. Optimizaci�on

La optimizaci�on es el �area de las matem�aticas que intenta dar respuesta a los pro-
blemas donde se desea elegir el mejor entre un conjunto de elementos. En su forma
m�as simple, el problema puede de�nirse como:

m��n(m�ax) f (x) (2.9)

dondex = f x1; :::; xm g 2 X 2 Rm es un vector con las variables de decisi�on yf (x) es
la funci�on objetivo, la cual determina la calidad de las posibles soluciones.

Entonces el problema de optimizaci�on se puede ver como encontrar el m��nimo (o
m�aximo) valor que tomar�a la funci�on, con las variables de decisi�onen el espacio de
soluciones factiblesX .

Los problemas de optimizaci�on pueden tener restricciones, dichasrestricciones se
pueden de�nir con un sistema de igualdades o desigualdades, de la siguiente forma:

g(x) � 0

h(x) = 0
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2.5. Algoritmos evolutivos

Los algoritmos evolutivos son t�ecnicas inspiradas en la biolog��a, dichas heur��sticas
simulan el comportamiento evolutivo de las especies desde distintos puntos de vista,
y se usan para solucionar diversos problemas, en general cumplen con los siguientes
requerimientos:

1. Funci�on de aptitud: �Esta es la funci�on objetivo.

2. Codi�car las estructuras: Para poder trabajar con las variables de decisi�on es
necesario trabajar con una representaci�on en particular de los individuos.

3. Operaciones que afecten a los individuos: Para poder modi�car a los individuos
en cada generaci�on es necesario el uso de operadores.

4. Mecanismo de selecci�on: Se necesita de una manera espec���ca para seleccionar
a los mejores individuos para asegurar que la soluci�on siempre mejorar�a.

Existen diversos tipos de algoritmos evolutivos, aunque guardan muchas semejan-
zas entre ellos que los hacen muy similares.

Existen tres paradigmas de algoritmos evolutivos principales:

Programaci�on evolutiva

Estrategias evolutivas

Algoritmos gen�eticos

Para esta tesis solo es de inter�es la �ultima por ser con la que se trabajar�a. A
continuaci�on se har�a una breve menci�on de los algoritmos gen�eticos, las estrategias
evolutivas, la programaci�on evolutiva, la evoluci�on diferencial (ED) y la optimizaci�on
por acumulaci�on de part��culas (PSO).

Algoritmos gen�eticos

Los algoritmos gen�eticos fueron desarrollados por Holland a principios de 1960
para resolver problemas de aprendizaje de m�aquina.

El funcionamiento de los algoritmos gen�eticos se describe en el algoritmo 1.

En los algoritmos gen�eticos es usual que se use representaci�on binaria. Las partes
que de�nen a un individuo en un algoritmo gen�etico son los cromosomas y el fenotipo,
los cromosomas son la representaci�on de los individuos con la cual setrabaja dentro
del algoritmo, mientras que el fenotipo es la representaci�on de losindividuos en el
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Algoritmo 1 Algoritmo gen�etico
Generar una poblaci�on inicial de individuos de manera aleatoria.
Calcular la funci�on de aptitud de cada individuo en la poblaci�on
repeat

Seleccionar individuos en base al valor de aptitud
Aplicar operador de cruza
Aplicar operador de mutaci�on
Calcular la funci�on de aptitud de cada individuo en la poblaci�on
Conservar el mejor individuo para la siguiente generaci�on

until La condici�on de paro se cumpla
return Mejor individuo

contexto del problema a resolver. La aptitud por otro lado es el valor que tiene cada
individuo y con el cual se sabe qu�e tan bueno es.

Cada que iteramos el algoritmo obtenemos una nueva generaci�on,dicha genera-
ci�on es el conjunto de individuos que van cambiando en cada iteraci�on debido a los
operadores.

El operador de cruza se encarga de tomar dos individuos de la generaci�on actual
y combinarlos para generar un nuevo individuo, mientras que el operador de muta-
ci�on se encarga de modi�car el individuo para crear uno nuevo. Cabe resaltar que los
operadores se aplican dependiendo de una probabilidad, al igual quese necesita de
una selecci�on para poder conservar al mejor individuo.

Aplicaciones

Los algoritmos gen�eticos tienen aplicaciones en diversas �areas:

Gestores de bases de datos

Optimizaci�on

Aprendizaje de m�aquina

Visi�on

Generaci�on de gram�aticas para lenguajes formales

Trayectorias de robots

Entre otras.
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Estrategias evolutivas

Estas estrategias simulan la evoluci�on biol�ogica a nivel de individuo. En las estra-
tegias evolutivas existen los operadores de cruza, sin embargo el operador de mutaci�on
es el que tiene mayor peso dentro de dichos algoritmos. Una caracter��stica peculiar
es que solo los mejores individuos pasan a las siguientes generaciones. Las estrategias
evolutivas usualmente usan representaci�on real.

Aplicaciones

Las estrategias evolutivas tienen aplicaciones en diversas �areas:

Dise~no en ingenier��a

Magnetismo

Bioqu��mica

�Optica

Entre otras.

Programaci�on evolutiva

La programaci�on evolutiva pone �enfasis en la relaci�on entre padres e hijos, en lugar
de emular operadores gen�eticos (como los algoritmos gen�eticos). El algoritmo b�asico
de la programaci�on evolutiva se describe en el algoritmo 2.

Algoritmo 2 Programaci�on evolutiva
Generar una poblaci�on inicial de manera aleatoria.
Aplicar mutaci�on
Se calcula la aptitud de cada hijo y se usa un proceso de selecci�on mediante torneo
para decidir cu�ales ser�an las soluciones que se conservar�an.

La programaci�on evolutiva abstrae la evoluci�on al nivel de las especies, y no re-
quiere de un operador de recombinaci�on. De la misma manera, utiliza selecci�on pro-
babil��stica.

ED

La ED es una rama de la computaci�on evolutiva, cuyo algoritmo b�asico se describe
en el algoritmo 3.

En la ED, las variables se representan mediante n�umeros reales. Para generar
la poblaci�on inicial debe estar dentro de l��mites requeridos, y en cada iteraci�on se
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Algoritmo 3 Algoritmo b�asico de la ED
Generar una poblaci�on inicial.
Aplicar mutaci�on
Aplicar recombinaci�on
Aplicar selecci�on.

seleccionan tres individuos como padres, y se aplican los operadorescon los cuales
dependiendo de una probabilidad se genera un nuevo individuo, que solo sobrevivir�a si
es mejor que un individuo seleccionado de manera aleatoria.

La ED di�ere de los algoritmos gen�eticos en que:

Usa representaci�on real en vez de binaria

Se usan 3 padres en vez de 2

Se genera un solo hijo de la cruza y �esto pasa solo con la perturbaci�on de uno
de los padres

El nuevo individuo remplaza a otro individuo elegido aleatoriamente solosi es
mejor.

PSO

PSO es una heur��stica de b�usqueda (que puede considerarse algoritmo evolutivo)
que simula los movimientos de una bandada de aves que aspiran encontrar comida.
La relativa simplicidad de PSO y el hecho de que es una t�ecnica basadaen poblaci�on,
la hacen muy popular. Al igual que ED utiliza una representaci�on real.

Originalmente fue adaptado para el equilibrio de pesos en redes neuronales, y
pronto llego a ser un optimizador global muy popular, principalmente en problemas
en que las variables de decisi�on eran n�umeros reales.

Operadores locales

Como se ha mencionado en los algoritmos evolutivos existen diversos operadores
que hacen cambiar a los individuos de generaci�on en generaci�on, con la intenci�on de
mejorar la b�usqueda. Los operadores locales son m�etodos que ayudan dependiendo
del problema, a buscar mejores soluciones.

La idea principal del operador local es hacer una b�usqueda con alg�un algoritmo
evolutivo, y dada una probabilidad se aplica un operador local seg�unalg�un criterio
dependiente del contexto del problema a resolver, para buscar soluciones locales.
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2.6. Estado del arte

Hay muchos trabajos relacionados con esta tesis, pero se mencionar�an solo algu-
nos. Para empezar, los trabajos m�as importantes para esta tesis. En [16] los autores
presentan un m�etodo para ajustar elipses, que es un m�etodo similar al presentado
en esta tesis, con la diferencia de que solo sirve para ajustar c��rculos. El siguiente
trabajo es [9] donde los autores presentan un m�etodo de RANSACcon la mediana
de los m��nimos cuadrados como funci�on de aptitud, y otro m�etodousando ED con
la suma de distancias euclidianas como funci�on de aptitud. Adem�as est�a el popular
m�etodo de Fitzgibbon [6] para ajuste de elipses, que sera usado eneste trabajo.

En las siguientes secciones se describen algunos m�etodos existentes sobre el ajuste
de elipses.

2.6.1. Detecci�on de c��rculos en im�agenes usando algorit mos
gen�eticos

En [16] los autores presentan un m�etodo para extraer c��rculos de una imagen
usando algoritmos gen�eticos. La idea fundamental es como sigue:A partir de un
conjunto de puntos dadoP = f p1; p2; :::; png, se eligen tres puntos aleatoriamente
f pi ; pj ; pkg j pi = ( x i ; yi ) pj = ( x j ; yj ) pk = ( xk ; yk), y se usa una ecuaci�on para
aproximar un c��rculo que cruce por estos tres puntos, la ecuaci�on es la siguiente:

(x � x0)2 + ( y � y0)2 = r 2 (2.10)

donde

x0 =

�
�
�
�
x2

j + y2
j � (x2

i + y2
i ) 2(yj � yi )

x2
k + y2

k � (x2
i + y2

i ) 2(yk � yi )

�
�
�
�

4((x j � x i )(yk � yi ) � (xk � x i )(yj � yi ))
; (2.11)

y0 =

�
�
�
�
2(x j � x i ) x2

j + y2
j � (x2

i + y2
i )

2(xk � x i ) x2
k + y2

k � (x2
i + y2

i )

�
�
�
�

4((x j � x i )(yk � yi ) � (xk � x i )(yj � yi ))
; (2.12)

y
r =

p
(x � x0)2 + ( y � y0)2: (2.13)

despu�es se revisa el n�umero de puntos en la imagen que est�an enla circunferencia del
c��rculo.

Un algoritmo gen�etico mejora la b�usqueda del mejor c��rculo que se ajusta a estos
puntos dependiendo de una funci�on de aptitud, que cuenta los puntos en la imagen
que est�an en la circunferencia encontrada con las ecuaciones anteriores. Este algorit-
mo usa como cromosomas los ��ndices de los puntos y el m�etodo de selecci�on de ruleta.
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Adem�as usa un operador de cruza de 1-punto y un operador de mutaci�on por bit.

2.6.2. Ajuste directo de m��nimos cuadrados

En [6] los autores presentan un m�etodo para ajustar elipses. Este m�etodo es una
referencia popular en el problema de ajuste de elipses, porque es muy e�ciente, aun-
que tiene el problema de no ser robusto en conjuntos de datos quecontengan puntos
at��picos.

2.6.3. Transformada de Hough

Existe una gran cantidad de trabajos relacionados con la transformada de Hough
debido a su popularidad para resolver ajuste de datos. Todos ellos son robustos en
conjuntos de datos con ruido, pero no son buenos para problemasde varias dimen-
siones, porque tienen un alto costo computacional para un desempe~no robusto.

Varios investigadores han propuesto modi�caciones a la transformada de Hough
original para resolver el problema de ajuste de elipses, como la transformada de Hough
aleatoria [17], transformada de Hough probabil��stica [18], transformada de Hough res-
tringida [19], transformada de Hough difusa [20], transformada de Hough generalizada
[21], entre otros.

2.6.4. Extracci�on de elipses robusto y r�apido usando un al -
goritmo gen�etico con m�ultiple poblaci�on

Este m�etodo, publicado en [12], propone un algoritmo para obtenerm�ultiples
elipses a partir de im�agenes, no sus par�ametros. Pero usando laselipses obtenidas, se
puede meter en un algoritmo que obtenga m�ultiples elipses y obtenerlos par�ametros
de todas ellas, mostrando as�� una aplicaci�on en la que se puede usar el ajuste de
m�ultiples elipses.

Para resolver el problema usa un algoritmo gen�etico con m�ultiples poblaciones,
que es f�acilmente paralelizable, y que permite hacer m�as r�apido elprocedimiento.

2.6.5. Detecci�on de elipses por EM

En [8], se reporta una aplicaci�on del ajuste de m�ultiples elipses, proponi�endose
como soluci�on un algoritmo EM sin restricciones, que busca elipses enuna imagen y
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selecciona un subconjunto de puntos, que se ajusta utilizando el algoritmo de Leven-
berg Marquadt.

2.6.6. Heur��sticas tipo RANSAC

En [10] y en [11], se proponen dos heur��sticas parecidas a RANSAC que sirven para
la detecci�on de elipses. RANSAC funciona b�asicamente tomando muestras aleatorias,
que despu�es se ajustan utilizando alguna t�ecnica tradicional, como ajuste algebraico,
y se contin�ua el proceso eliminando puntos para que el ajuste se tome s�olo una de
una parte.

En [11], el algoritmo propuesto busca los centros de las elipses y despu�es los ajusta
con alguna t�ecnica determinista.

2.6.7. Obtenci�on de m�ultiples elipses mediante Evoluci� on Di-
ferencial

En [9] se describe un m�etodo para encontrar m�ultiples elipses, el cual utiliza como
funci�on a minimizar las distancias euclidianas, las cuales son no lineales yhacen dif��cil
su tratamiento por m�etodos deterministas, por lo cual se usa un algoritmo evolutivo,
en este caso Evoluci�on Diferencial.

�Este minimiza las sumas de distancias euclidianas descritas en [22], y usacomo
restricci�on el n�umero de puntos utilizados. Adem�as propone una heur��stica para en-
contrar m�ultiples elipses.

La funci�on de aptitud que utiliza es:

g1(x) =
X

di (p0
i ; p00

i ) (2.14)

Dondedi es la distancia euclidiana entre el puntop0
i de los datos y el puntop00

i en
la elipse.

Dos modi�caciones se agregan para mejorar el ajuste: s�olo las distancias menores
que un umbralT ser�an tomadas en cuenta, y al mismo tiempo, el n�umero de puntos
usados para el ajuste sera maximizado.

Entonces, el problema es minimizar la funci�on:

g2(x) =
2T(n � m)

n
+

1
m

X
di (p0

i ; p00
i )jdi < T (2.15)
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El problema con este m�etodo es que puede fallar para un n�umero grande de elip-
ses y que necesita que se sepa informaci�on de las elipses para restringir el espacio de
b�usqueda, lo cual para m�etodos autom�aticos, es un problema.
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Ajuste robusto de una elipse

Tal como se describi�o en la introducci�on, el ajuste de elipses consiste en encontrar
los par�ametros que de�nen una elipse, el n�umero m��nimo de par�ametros necesarios
para representar una elipse en un sistema coordenado de dos dimensiones es 5, que
pueden ser el semi eje mayor, semi eje menor, las coordenadas del centro de la elipse y
el �angulo del semi eje mayor con respecto al eje de las abscisas.Otros par�ametros que
tambi�en sirven para describir una elipse son los 5 coe�cientes de la ecuaci�on general
de las secciones c�onicas (2.5).

En diversas �areas del conocimiento es com�un trabajar con elipses, en visi�on par-
ticularmente se trabaja con elipses debido a que la proyecci�on de unc��rculo es una
elipse, un ejemplo se muestra en la �gura 3.1, y un c��rculo se encuentra com�unmente
en los objetos hechos por el hombre. Al momento de extraer elipses se da el caso en el
que las muestras o puntos extra��dos contienen ruido y puntos at��picos, lo que puede
complicar el ajuste de la elipse dependiendo del nivel de ruido y/o puntos at��picos.

En la �gura 3.1 podemos ver un ejemplo de los puntos de dos elipses extra��das de
una imagen, la �gura 3.1(a) es una imagen tomada de un patr�on de c��rculos conc�entri-
cos y la �gura 3.1(b) son los puntos extra��dos de la imagen, los cualescontienen puntos
at��picos.

Existen dos maneras de resolver el ajuste de elipses, por m�etodos anal��ticos o por
m�etodos probabil��sticos. Los m�etodos anal��ticos o deterministas, se caracterizan por
ser completamente predecibles, en los cuales no est�a involucrado el azar, por lo cual
una misma entrada producir�a la misma salida. Los m�etodos probabilistas a diferencia
de los deterministas obtiene el resultado tomando algunas decisiones al azar, por lo
cual a partir de una misma entrada se pueden obtener diferentes resultados.

Los m�etodos deterministas incluyen el popular m�etodo de la transformada de
Hough [23], ajuste euclidiano [24], ajuste algebraico [6], entre otros.Los m�etodos
probabilistas incluyen la t�ecnica RANSAC [25], algoritmos evolutivos [9],recocido
simulado [26], entre otros.
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(a) Imagen (b) Puntos extra��dos

Figura 3.1: Puntos extra��dos de una imagen de un patr�on de dos c��rculos conc�entricos.
Claramente se nota que los dos c��rculos se proyectan como dos elipses.

Los m�etodos deterministas tienen la desventaja de ser sensibles alos puntos at��pi-
cos, por lo que la precisi�on de sus resultados se ve disminuida si hay una cantidad
considerable de puntos at��picos. No obstante tienen la ventaja deser e�cientes en
t�erminos de consumo de tiempo computacional, sobre todo en un conjunto de datos
con ausencia de puntos at��picos.

Los m�etodos probabilistas tienen la ventaja de ser robustos a los puntos at��picos,
sin embargo, son usualmente lentos en t�erminos de tiempo, y hay aplicaciones que
requieren de una ejecuci�on r�apida.

El enfoque del trabajo en esta tesis, es probabilista. Sin embargoes importante
mencionar a los m�etodos anal��ticos, ya que una parte de este trabajo hace uso de
estos m�etodos.

En la secci�on 3.1 se mencionar�an algunos m�etodos deterministas,mientras que en
la secci�on 3.2 se mencionar�an algunos m�etodos probabilistas populares para el ajuste
de elipses.

3.1. Ajuste por m�etodos anal��ticos

Como se mencion�o existen diversos m�etodos deterministas para resolver problema
de ajuste de elipses, los m�as comunes son los m�etodos basados enajuste por m��nimos
cuadrados, que se centran en encontrar el conjunto de par�ametros que minimiza al-
guna m�etrica entre el conjunto de datos y la elipse.
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Dentro de las m�etricas que se manejan para hacer el ajuste por m��nimos cuadra-
dos, se tienen la distancia euclidiana, la distancia ortogonal y la distancia algebraica
principalmente.

A continuaci�on se describir�an muy brevemente tres de los m�etodos m�as populares
y sencillos para resolver el ajuste de elipses, que son el ajuste algebraico, el ajuste por
m��nimos cuadrados usando el m�etodo de Gauss-Newton y �nalmente el ajuste por
m��nimos cuadrados usando el m�etodo de Levenberg-Marquadt.

3.1.1. Ajuste algebraico

El ajuste algebraico o directo, es probablemente el m�etodo m�assimple para resol-
ver el problema de ajuste de elipses, este m�etodo est�a basado en la minimizaci�on de la
suma de distancias algebraicas del conjunto de datos dado a la elipsey fue propuesto
en [6] y mejorado en [27].

Como se mencion�o en el cap��tulo 2, en la p�ag. 8, una elipse puede ser representada
impl��citamente por sus coe�cientes en la ecuaci�on general de segundo grado de las
c�onicas (2.5), que podemos expresar en forma vectorial de la siguiente manera:

F (A; V ) = A � V = a0x2 + b0xy + c0y2 + d0x + e0y + f 0 = 0; (3.1)

dondeA = [ a0; b0; c0; d0; e0; f 0]T y V = [ x2; xy; y2; x; y; 1].

F (A; Vi ) es llamada la distancia algebraica de un puntopi = ( x; y) a la elipse
F (A; V) = 0, �esto quiere decir que para calcular la distancia algebraica de unpunto
a una elipse, solo hay que sustituir el punto en la ecuaci�on que de�nea la elipse.

El ajuste algebraico consiste en minimizar la suma de las distancias algebraicas al
cuadrado

g(A) =
NX

1=1

(A � Vi )2 (3.2)

de la elipse a losN puntos Vi . La ecuaci�on general de las secciones c�onicas, describe
una elipse cuando se cumple la condici�onb2 � 4ac < 0. El problema puede resolverse
si se �ja la restricci�on, por ejemplo ab2 � 4ac = � 1, que es igual a 4ac� b2 = 1. Esta
condici�on se puede representar en forma matricial de la siguiente manera
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AT

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 2 0 0 0
0 � 1 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

A = 1 (3.3)

y se puede utilizarAT CA = 1 como restricci�on en el problema a minimizar, dondeC
es la matriz de restricci�on.

En [28] se mostr�o que la minimizaci�on (3.2) puede ser resuelto considerando un
sistema generalizado de eigenvalores

D T DA = �CA; (3.4)

dondeD = [ V1; V2; :::Vn ]T es llamada la matriz de dise~no.

Entonces el problema de ajuste de elipses se reduce a

F = kDA k2

sujeto a AT CA = 1
(3.5)

Usando multiplicadores de Lagrange y diferenciando, se obtiene un sistema de ecua-
ciones simultaneas

2D T DA � 2�CA = 0

sujeto a AT CA = 1
(3.6)

Que se puede reescribir como

SA = �CA

sujeto a AT CA = 1
(3.7)

La ecuaci�on (3.7) es el problema generalizado de eigenvalores, pero si se reordena
las matriz S en sub-matrices de tama~no 3� 3 como en [27]

�
S1 S2

ST
2 S4

� �
A1

A2

�
= �

�
C1 0
0 0

� �
A1

A2

�

sujeto a AT CA = 1
(3.8)
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donde

C1 =

0

@
0 0 2
0 � 1 0
2 0 0

1

A (3.9)

Desarrollando la ecuaci�on (3.8) se obtiene

S1A1 + S2A2 = �C 1A1

ST
2 A1 + S3A2 = 0

A2 = � S� 1
3 ST

2 A1

(S1 � S2S� 1
3 ST

2 )A1 = �C 1A1

(3.10)

que sigue siendo el problema generalizado de eigenvalores y eigenvectores. Si se desa-
rrolla y sustituye con nuevas variables queda como

C � 1
1 (S1 � S2S� 1

3 ST
2 )A1 = �A 1

MA 1 = �A 1

sujeto a AT
1 C1A1 = 1

(3.11)

dondeM = C � 1
1 (S1 � S2S� 1

3 ST
2 ) es una matriz dispersa reducida de tama~no 3� 3, con

lo que el sistema se puede resolver como se detalla en [28] y es equivalente a encontrar
las ra��ces de una ecuaci�on c�ubica.

Una vez encontrada� , se calculaA, y se transforman los par�ametros impl��citos en
par�ametros expl��citos; esto es, se transforman los coe�cientesA = [ a0; b0; c0; d0; e0; f 0]T

en los par�ametros (a; b; xc; yc; � ). Sin perder generalidad el vectorA puede ser expre-
sado comoA = [ a0; 2b0; c0; 2d0; 2f 0; g0], y los par�ametros expl��citos se calculan usando
las siguientes ecuaciones

a =

s
2(a0f 02 + c0d02 + g0b02 � 2b0d0f 0 � a0c0g0)

(b02 � a0c0)[
p

(a0 � c0)2 + 4b02 � (a0+ c0)]
(3.12)

b=

s
2(a0f 02 + c0d02 + g0b02 � 2b0d0f 0 � a0c0g0)

(b02 � a0c0)[�
p

(a0 � c0)2 + 4b02 � (a0+ c0)]
(3.13)

xc =
c0d0 � b0f 0

b02 � a0c0
(3.14)

yc =
a0f 0 � b0d0

b02 � a0c0
(3.15)
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� =

8
>>>><

>>>>:

0 para b0 = 0 y a0 < c0

�
2 para b0 = 0 y a0 > c0

arctan( 2b0

a0� c0)

2 para b0 6= 0 y a0 < c0

�
2 +

arctan( 2b0

a0� c0)

2 para b0 6= 0 y a0 > c0

(3.16)

Este m�etodo es muy e�ciente en cuanto a consumo de tiempo de ejecuci�on se
re�ere, aunque tiene el inconveniente de no ser lo su�ciente robusto en datos con
muchos puntos at��picos.

3.1.2. Regresi�on no lineal

Gauss-Newton

El ajuste por m��nimos cuadrados para ajustar elipses con el m�etodo de Gauss-
Newton utiliza como m�etrica o funci�on a minimizar las distancias ortogonales a dife-
rencia del ajuste algebraico, donde se usaba la distancia algebraica. Un ejemplo del
m�etodo de Gauss Newton para resolver el problema de ajuste de elipses es presentado
en [4] donde adem�as habla de otras secciones c�onicas, que no sonde inter�es para este
trabajo.

El m�etodo de Gauss-Newton se utiliza para resolver problemas no lineales de
m��nimos cuadrados cuya funci�on sea derivable. Es una modi�caci�on del m�etodo de
optimizaci�on de Newton que no usa segundas derivadas.

El problema general que resuelve es:

dadas m funciones f 1; :::; f m de n par�ametros p1; :::; pn con m � n, queremos
minimizar la suma

F (P) =
mX

i =1

(f i (P))2 (3.17)

donde,P se re�ere al vector (p1; :::; pn).

El m�etodo de Gauss-Newton est�a basado en una aproximaci�on lineal a los compo-
nentes de la funci�onF en el vecindario deP, Gauss-Newton usa la primera derivada
de los componentes de la funci�on a minimizar. Gauss-Newton es un m�etodo iterativo,
en casos especiales este m�etodo entrega una convergencia cuadr�atica.
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Levenberg-Marquadt

El algoritmo de Levenberg-Marquardt proporciona una soluci�on num�erica al pro-
blema de minimizar una funci�on, generalmente no lineal, sobre un espacio de par�ame-
tros de la funci�on. Estos problemas surgen especialmente en el ajuste de curvas por
m��nimos cuadrados y programaci�on no lineal.

El algoritmo intercala entre el algoritmo de Gauss-Newton y el m�etodo de des-
censo de gradiente.�Este es m�as robusto que Gauss Newton, lo que signi�ca que en
muchos casos se encuentra una soluci�on, incluso si se inicia muy lejos del m��nimo. Por
otra parte, para funciones con buen comportamiento y par�ametros iniciales razona-
bles, el algoritmo de Levenberg Marquadt suele ser m�as lento que el de Gauss Newton.

Levenberg Marquadt es un algoritmo muy popular para ajuste de curvas utilizado
en muchas aplicaciones de software para resolver problemas gen�ericos de ajuste de
curvas. Es de inter�es para esta tesis porque tambi�en puede ser utilizado para resolver
el problema de ajuste de elipses [8] de una manera determinista.

3.1.3. Comportamiento de los m�etodos anal��ticos con una
elipse

Como se mencion�o, los m�etodos anal��ticos obtienen buenos resultados en el ajuste
de una elipse, en la �gura 3.2 se puede observar un ejemplo de la elipse encontrada
por el m�etodo algebraico, de Gauss-Newton y de Levenberg-Marquadt. Sin embargo,
los m�etodos anal��ticos tienen problemas con conjuntos de datosque contienen puntos
at��picos, como se puede observar en la �gura 3.3, donde se muestra la elipse encon-
trada en un ejemplo con la misma elipse de la �gura 3.2, pero con tres puntos at��picos.
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Figura 3.2: Elipses encontradas en un conjunto de puntos conuna elipse sin puntos at��picos

En las �guras 3.2(a), 3.2(b) y 3.2(c), se puede ver que en ausencia de ruido y pun-
tos at��picos, los m�etodos deterministas obtienen una elipse que seajusta muy bien a
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Figura 3.3: Elipses encontradas en un conjunto de puntos conuna elipse y tres puntos
at��picos

los puntos del conjunto de datos. En cambio, en las �guras 3.3(a),3.3(b) y 3.3(c), se
observa la elipse resultante con los mismos puntos de las elipses anteriores, pero con
tres puntos at��picos.

Los resultados detallados se muestran en el cap��tulo 5, secci�on 5.1 (en la p�ag. 49).

3.2. Ajuste por m�etodos probabilistas

Como se dijo, adem�as de los m�etodos deterministas, existen los m�etodos probabi-
listas, que son m�etodos que usan alguna heur��stica con toma de decisiones arbitrarias
en favor de mejorar la b�usqueda de una soluci�on para el problemade ajuste de elip-
ses. Los m�etodos deterministas son muy sensibles a puntos at��picos, por lo que surge
la necesidad de algoritmos robustos para resolver problemas dondelos datos que se
tienen est�an inmersos en puntos at��picos.

En las siguientes secciones se mencionar�an algunos m�etodos probabilistas popula-
res para resolver el ajuste de elipses.

3.2.1. RANSAC + MMC

RANSAC es un m�etodo probabilista para estimar par�ametros de unmodelo ma-
tem�atico a partir de un conjunto de datos que contiene puntos at��picos. RANSAC fue
publicado por primera vez en [25].

En [9] los autores presentan dos m�etodos robustos para ajustar elipses. El primer
m�etodo es RANSAC + MMC (donde MMC es la abreviaci�on de `m��nima mediana
de los cuadrados'). El funcionamiento de RANSAC + MMC lo podemos ver en el
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algoritmo 4.

La funci�on que se utiliz�o para resolver el problema fue:

g3 : R5 ! R

g3(x) = mediana
nX

i =1

d(p0
i ; p00

i )2 (3.18)

donde d() es la distancia euclidiana entre el punto del conjunto de datos y el contorno
de la elipse.

RANSAC se encargo de buscar el m��nimo de esta funci�on, o sea queentregar�a la
mejor elipse cuya suma de distancias ortogonales entre los puntos yla elipse al cua-
drado es m��nima.

Algoritmo 4 Heur��stica RANSAC + MMC
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = f p1; p2; :::; png
Entrada: Probabilidad de encontrar puntos at��picos en el conjunto de datos � 1

Entrada: Probabilidad de que los puntos a ajustar sean puntos de la elipse� 0

Salida: Par�ametros de la elipseE = f a; b; xc; yc; � g
Determinar el n�umero de iteraciones a realizar con la ecuaci�onm = log(1� � 0 )

log(1� (1� � 1 ) � 1 )
i = 0
while i 6= m do

Seleccionar cinco puntos aleatoriamente deP
Ajustar los puntos y obtener una elipse candidataE
Obtener las distancias ortogonalesR = f r1; r2; :::; rng de cada punto enP a E
Obtener la mediana del conjuntoR
Calcular el factor de escalab� 0 = 1:4826(1 + 5

n� 5) � med.
Calcular el conjunto de pesos inicialesW0 = f w1; :::g con

wi =

(
1 : jr i j

c� 0
� 2:5

0 : jr i j
c� 0

> 2:5
if la mediana actual es menor a la de la iteraci�on anteriorthen

Calcular el factor de escala �nal usando:c� f =
q P n

i =1 wi r 2
iP n

i =1 wi � 5

Calcular el conjunto de pesos �nalesWf con

wf =

(
1 : jr i j

c� f
� 2:5

0 : jr i j
c� f

> 2:5
Realizar el ajuste con los puntos deP que tengan un peso �nalwi = 1
Almacenar los par�ametros de la elipseE

i =  i + 1
return E
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Ajuste tipo RANSAC

Si se quisiera encontrar el m��nimo de la funci�on descrita en la ecuaci�on (3.18), o
alguna otra funci�on de aptitud, se necesitar��a calcularc =

� n
5

�
combinaciones. Para

valores grandes den, c es un n�umero muy grande, por lo que una heur��stica como
RANSAC reducir�a considerablemente la b�usqueda.

En general una forma probabilista que reduce dicha b�usqueda es ladescrita en el
algoritmo 5, que es el funcionamiento b�asico de RANSAC, aunque RANSAC utiliza
f�ormulas propuestas en la literatura para mejorar la b�usqueda.Por lo tanto, a partir
del algoritmo 5 se pueden proponer nuevas formas de mejorar la b�usqueda, que puede
variar dependiendo del enfoque que se de al problema. En esta tesis se propuso mejo-
rar dicha b�usqueda con ayuda de un algoritmo gen�etico, dicha t�ecnica ser�a detallada
en la secci�on 4.1, en la p�ag. 38.

Algoritmo 5 Heur��stica para ajustar una elipse
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = f p1; p2; :::; png
Salida: Par�ametros de la elipseE = f a; b; xc; yc; � g

B = 0
repeat

Seleccionar cinco puntos aleatoriamente deP
Ajustar los puntos usando el ajuste algebraico y obtener una elipse candidata
Evaluar la elipse candidata mediante una funci�on de aptitud
if El valor de aptitud es mejor que Bthen

B = valor de aptitud
E = los par�ametros de la elipse candidata

until La condici�on de paro fue alcanzada
return E

3.2.2. Evoluci�on diferencial + suma de distancias ortogon ales

El segundo m�etodo presentado en [9] es llamado ED +SD (donde SD es la abrevia-
ci�on de `suma de distancias ortogonales'). Este m�etodo resuelve el problema usando la
ED para encontrar la mejor soluci�on con suma de distancias ortogonales como funci�on
de aptitud y se puede ver su funcionamiento en el algoritmo 6.

El ajuste de elipses usando la suma de distancias ortogonales, es una forma de
hacer m�as robusto el ajuste de elipses, al ser menos sensibles a los puntos at��picos.
La funci�on de aptitud ser�a entonces:
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g1 : R5 ! R

g1(x) =
nX

i =1

di
(3.19)

dondedi es la distancia euclidiana entre un punto del conjunto de datos y la elipse.

Algoritmo 6 Heur��stica ED + SD
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = f p1; p2; :::; png
Entrada: Valor de umbral T
Entrada: Tama~no de poblaci�on�
Entrada: N�umero de generaciones m�aximoGmax

Entrada: Factor de recombinaci�onCR
Entrada: Factor de diferenciaF
Entrada: Valor de diferencia entre el m�aximo y m��nimo s
Entrada: L��mites superior e inferior de los par�ametros (a; b; xc; yc; � )
Salida: Par�ametros de la elipseE = f a; b; xc; yc; � g

Generar la poblaci�on inicial X = f x1; ::; xng
Calcular el valor de aptitud de cada individuo con la funci�on de aptitud(en este
caso suma de distancias ortogonales)
k = 0
repeat

for i = 1 to � do
Se seleccionan tres ��ndicesf I 1; I 2; I 3g 2 � diferentes de manera aleatoria
Seaj rand 2 [1; 5] un entero aleatorio
for j = 1 to 5 do

x0
i;j =

�
x i;I 3 + F (x i;I 1 � x i;I 2 ) : si rand() < CR �o j = j rand

0 : caulquier otro caso
if el valor de aptitud dex0

i es menor quex i then
x i = x0

i

min = valor de aptitud m�as peque~no de los individuos deX
max = valor de aptitud m�as grande de los individuos deX
k  k + 1

until max � min < s o k > G max

return E

Para hacer m�as robusto el ajuste de elipses se agregaron algunas restricciones y
se modi�c�o la funci�on de aptitud quedando de la siguiente forma:

g2 : R5 ! R

g2(x) =
2U(n � m)

n
+

1
m

X

si di <U

di
(3.20)
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donde n es el n�umero total de puntos ym el n�umero de puntos cuya distancia es
menor que el umbralU.

3.2.3. PSO + SD

Por �ultimo, se tiene el algoritmo de optimizaci�on por acumulaci�on depart��culas,
cuyo funcionamiento se puede ver en el algoritmo 7 y que trabaja igual que ED + SD,
pero con el algoritmo PSO en lugar de ED, para la b�usqueda del m��nimo del problema.

�Esto fue con la intenci�on de comparar las diferencias entre estos algoritmos evo-
lutivos, muy populares en la literatura especializada.

PSO fue propuesto originalmente en [29] para resolver problemas deoptimizaci�on.
Es un algoritmo basado en poblaciones que a su vez se basa en la simulaci�on del com-
portamiento del vuelo de las aves.

A continuaci�on est�an algunos t�erminos usados en el algoritmo PSO[30]:

Acumulaci�on . Es la poblaci�on del algoritmo.

Part��cula . Son los miembros o individuos de la acumulaci�on. Cada part��cula
representa una posible soluci�on del problema que se est�a resolviendo.

pbest . Es la mejor posici�on que ha tenido una part��cula dada (esto es, la posici�on
donde el valor de aptitud fue el m�as alto).

gbest . Es la mejor posici�on en toda la acumulaci�on.

L��der . Es la part��cula con la mejor posici�on.

Velocidad . Es el vector que determina en que direcci�on necesita moverse una
part��cula, para que mejore su posici�on.

Ponderaci�on de inercia . Denotado porW, la ponderaci�on de inercia se emplea
para controlar la variaci�on de la velocidad debida a las velocidades anteriores
en una part��cula dada.

Factor de aprendizaje . El factor de aprendizaje, son las constantesC1 y C2.
C1 representa el factor de aprendizajecognitivo, mientras queC2 representa el
factor de aprendizajesocial.

Sea�! x i (t) la posici�on de cada part��cula en la posici�oni , en el pasot, que cambia
dependiendo de la velocidad�! v i (t). La posici�on �! x i (t) se calcula con la siguiente
ecuaci�on:
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�! x i (t) = �! x i (t � 1) + �! v i (t) (3.21)

El vector velocidad�! v i (t) re
eja la informaci�on del cambio posici�on y se calcula
con la siguiente ecuaci�on:

�! v i (t) = W�! v i (t � 1) + C1r1(�! x pbesti � �! x i (t)) + C2r2(�! x gbest �
�! x i (t)) (3.22)

donder1; r2 2 [0; 1] son valores aleatorios.

Algoritmo 7 Heur��stica PSO + SD
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = f p1; p2; :::; png
Entrada: Valor de umbral T
Entrada: Tama~no de poblaci�on�
Entrada: N�umero de generaciones m�aximoGmax

Entrada: Constantes positivasC1 y C2

Entrada: Ponderaci�on de inerciaW
Entrada: Valor de diferencia entre el m�aximo y m��nimo s
Entrada: L��mites superior e inferior de los par�ametros (a; b; xc; yc; � )
Salida: Par�ametros de la elipseE = f a; b; xc; yc; � g

Generar la poblaci�on inicial X = f x1; ::; xng
Calcular el valor de aptitud de cada part��cula o individuo con la funci�on de aptitud
(en este caso, suma de distancias ortogonales)
Calcular la velocidad de cada part��cula
Obtener el l��der
k = 0
repeat

for i = 1 to � do
Obtener la nueva posici�on de cada part��cula
Evaluar y obtener su funci�on de aptitud
Obtener la mejor posici�on de la part��cula
Obtener su nueva velocidad

Obtener el nuevo l��der
min = valor de aptitud m�as peque~no de los individuos deX
max = valor de aptitud m�as grande de los individuos deX
k  k + 1

until max � min < s o k > G max

return E

Los resultados detallados de las heur��sticas se muestran en el cap��tulo 5, secci�on
5.1 (en la p�ag. 49).

CINVESTAV-IPN Departamento de Computaci�on



36 Cap��tulo 3

CINVESTAV-IPN Departamento de Computaci�on



Cap��tulo 4

Ajuste robusto de m�ultiples elipses

Para llevar a cabo el ajuste de elipses es necesario encontrar los 5 par�ametros que
de�nen una elipse, una manera de hacerlo es con RANSAC, como est�a descrito en el
algoritmo 5 (en la p�ag. 32). Si se hace la b�usqueda de una manera determinista por
fuerza bruta tomar��a mucho tiempo llegar a la soluci�on, sin embargo, si utilizamos
un procedimiento probabilista como el del algoritmo 5, el tiempo de ejecuci�on para
obtener resultados aceptables se reducir��a considerablemente.

En este trabajo se propone agregar un algoritmo gen�etico al algoritmo 5, para me-
jorar la b�usqueda de la soluci�on. Se eligi�o un algoritmo gen�etico por las caracter��sticas
del problema, el algoritmo 5 usa cinco puntos tomados de manera dealeatoria, los
cuales se ajustan con alg�un m�etodo determinista y se eval�uan con una funci�on de ap-
titud. Entonces el algoritmo gen�etico puede mejorar la b�usqueda, debido a que �estos
han mostrado tener buen desempe~no para aplicaciones de optimizaci�on. Si se toman
los cinco puntos como ��ndices, �este ser�a un enfoque propicio para utilizar representa-
ci�on binaria, la cual es utilizada por los algoritmos gen�eticos.

El ajuste de m�ultiples elipses es un problema derivado del ajuste deuna elipse, la
diferencia radica en que el conjunto de datos representa no una,sino varias elipses.
Entonces el ajuste de m�ultiples elipses puede verse como la obtenci�on de los par�ame-
tros de cada elipse en un conjunto de datos con varias elipses dadasimpl��citamente.
La forma en que �esto se lleva a cabo es ajustando una elipse en el conjunto de datos,
despu�es se borran los puntos que describen dicha elipse y se hace el ajuste de otra
elipse con los dem�as puntos, repitiendo este proceso hasta encontrar todas las elipses.

En la secci�on 4.1 se describir�a el m�etodo propuesto en esta tesispara la resoluci�on
del problema de ajuste de elipses. En la secci�on 4.2 se explicar�an lasfunciones de
aptitud propuestas para resolver el problema de ajustes de elipses. En la secci�on 4.3
se mostrar�an las caracter��sticas extras agregadas al algoritmo gen�etico. Por �ultimo
en la secci�on 4.4 se describir�a el m�etodo propuesto para ajustar varias elipses en un
conjunto de puntos dado.
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Tabla 4.1: Par�ametros para el algoritmo gen�etico

Par�ametro Valor

Tama~no de poblaci�on 70

N�umero de generaciones 5000

Probabilidad de mutaci�on 0.15

Probabilidad de cruza 0.6

4.1. RANSAC + Algoritmo gen�etico

Para mejorar la heur��stica presentada en el algoritmo 5 y de una manera similar
a como se hace con RANSAC, se propone agregar un algoritmo gen�etico para solu-
cionar el problema de encontrar los cinco mejores puntos que representan a una elipse.

El funcionamiento b�asico de un algoritmo gen�etico se puede ver enel algoritmo
1, en el que se genera una poblaci�on a la que se aplican diferentes operadores para
generar nuevas poblaciones hasta obtener un buen resultado.

El desempe~no del algoritmo gen�etico depende de los par�ametros del mismo y de
la robustez de la funci�on de aptitud elegida. En este trabajo se utiliz�o un algoritmo
gen�etico gen�erico con las instancias y m�etodos com�unmente usadas en el �area, un
operador de cruza y uno de mutaci�on, cabe mencionarse que se propuso un operador
de b�usqueda local que se explicar�a en la secci�on 4.3.1. Los par�ametros usados en el
algoritmo gen�etico propuesto pueden verse en la tabla 4.1.

Dado que el algoritmo propuesto toma como referencia un algoritmotipo RANSAC,
con un algoritmo gen�etico para mejorar la b�usqueda, se referir�a al algoritmo propuesto
en esta tesis como GA-RANSAC. El algoritmo propuesto GA-RANSACpuede verse
en el algoritmo 8.

A grandes rasgos GA-RANSAC funciona de la siguiente forma, se genera una
poblaci�on inicial de manera aleatoria, donde cada individuo se representa por los
��ndices de 5 puntos del conjunto de datos. Los individuos pueden ser vistos como
elipses candidatas, es decir, para cada individuo se realiza el ajustealgebraico de los
cinco puntos, y se eval�ua la funci�on de aptitud, para determinarcual individuo co-
rresponde a la elipse que mejor representa al conjunto de datos.

En cada generaci�on se aplica un operador de cruza y de mutaci�on,conservando
al mejor individuo para la siguiente generaci�on, el proceso es repetido hasta que se
alcance un n�umero m�aximo de generaciones o que se cumpla con la condici�on de paro.
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Algoritmo 8 Algoritmo GA-RANSAC
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = f p1; p2; :::; png
Salida: Par�ametros de la elipseE = f a; b; xc; yc; � g

Generar una poblaci�on inicial de individuos de manera aleatoria, cadaindividuo se
genera como la concatenaci�on de los ��ndices de 5 puntos aleatoriosentre 1 y n.
Calcular la funci�on de aptitud de cada individuo en la poblaci�on, ajustando la elipse
que de�ne los puntos de los ��ndices de cada individuo.
repeat

Seleccionar individuos en base al valor de aptitud
Aplicar operador de cruza
Aplicar operador de mutaci�on
Calcular la funci�on de aptitud de cada individuo en la poblaci�on
Conservar el mejor individuo para la siguiente generaci�on
Generar la siguiente poblaci�on

until La condici�on de paro se cumpla
return Los par�ametros de la elipse que de�ne los puntos del mejor individuoen
la poblaci�on.

El algoritmo gen�etico usado en GA-RANSAC, tiene las caracter��sticas explicadas
en las siguientes secciones.

Representaci�on individual

Los puntos P = f p1; p2; :::png dados se almacenan en un archivo, representados
por sus coordenadaspi = ( x i ; yi ) en un espacio bidimensional.

Cada individuo usa los ��ndices de cinco puntos en representaci�on decimal como fe-
notipo y en representaci�on binaria como cromosomas. Estos puntos se pueden ajustar
con distintos m�etodos, en este caso se usa el m�etodo algebraicopara ajustar los puntos.

Los cinco puntos son decodi�cados en representaci�on binaria, con precisi�on varia-
ble dependiendo del n�umero de puntos de entrada. La representaci�on binaria es la
concatenaci�on de los ��ndicesf i1; i2; i3; i4; i5g de cada punto usado. En cada iteraci�on
del algoritmo se decodi�can los ��ndices y se ajusta una elipse candidata, dependien-
do de su valor de aptitud, se busca el individuo con el mejor valor de aptitud en la
poblaci�on.

La poblaci�on es un conjunto de individuos y en la codi�caci�on en lenguaje C
est�a almacenada como un arreglo de estructuras, donde cada estructura almacena
b�asicamente la cadena binaria (de tipochar) y el valor de la funci�on objetivo (en un
double).
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Mecanismo de selecci�on

El operador de selecci�on es una rueda de ruleta, cada individuo es asignado a una
secci�on de la ruleta. Esta estrategia le da alta prioridad al mejor individuo pero per-
mite sobrevivir a los peores individuos. Adem�as se aplica elitismo, estoes, el mejor
individuo siempre ser�a incluido en la siguiente generaci�on.

Operador de cruza

El operador de cruza es aplicado en pares dependiendo de una probabilidad de
cruza, es decir, la probabilidad determina si se lleva a cabo o no la cruza. En caso
que no se lleve a cabo la cruza, los dos hijos resultantes son iguales a los padres, esto
es, el hijo uno es igual al padre uno y el hijo dos es igual al padre dos.

En caso de que la cruza se lleve acabo, se selecciona un punto de cruza de manera
aleatoria, se toman los primeros bits del padre uno hasta el punto de cruza y los
�ultimos bits del padre dos desde el punto de cruza para formar elprimer hijo. El
segundo hijo es formado de manera inversa, tomando los primeros bits del padre dos
y los �ultimos bits del padre uno.

Operador de mutaci�on

El operador de mutaci�on se aplica a los individuos de la poblaci�on despu�es de que
han pasado por el operador de cruza, al igual que con el operador de cruza, se usa
un factor de probabilidad para aplicar o no el operador de mutaci�on. La mutaci�on
consiste en modi�car cada bit del individuo dependiendo del factor de probabilidad,
se recorre la cadena y se invierten los bits cuando el factor de probabilidad es uno o
se dejan intactos cuando es cero. En caso de que alg�un bit de la cadena que forma al
individuo se haya modi�cado en la operaci�on de cruza y/o mutaci�on,se recalcula el
valor fenot��pico y el valor de aptitud del individuo.

4.2. Funciones de aptitud

En las siguientes secciones se proponen y discuten tres funciones que pueden ser
�utiles y robustas para el trabajo presentado en esta tesis. Estas funciones de aptitud
son:

N�umero de puntos

N�umero de puntos en la elipse

Suma de distancias Hausdor�
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4.2.1. N�umero de puntos

La primera funci�on de aptitud propuesta, es establecida como el n�umero de ele-
mentosp 2 P que est�an localizados en unavecindad� � de una elipse dadaE. Para
ser m�as precisos, se de�ne de la siguiente manera:

De�nici�on 4 Para una elipseE, se de�ne unavecindad� � como:

D � (E) = f x 2 R2 j dist(x; E ) � � g; (4.1)

donde� > 0 es un umbral dado.

En la �gura 4.1 se puede ver un ejemplo de lavecindad� � .

De�nici�on 5 Se de�ne NE como el n�umero de puntos que est�an enD � (E):

NE = jf p 2 P : p 2 D � (E)gj (4.2)

Lo que conlleva a la primera funci�on de aptitudF1, esto es

De�nici�on 6 Para una elipseE y un conjunto de datosP = f p1; p2; :::; png, se
calcula F1 como:

F1 = NE (E; P ) (4.3)

Esta funci�on de aptitud obtiene en varios casos resultados satisfactorios. Aunque,
tiene el problema de dar preferencia a elipses grandes (incluyendo elipses falsas).

4.2.2. N�umero de puntos en la elipse

La segunda funci�on de aptitud es el cociente de dos funciones. Estas funciones
son NE , de�nida de la misma manera que en la secci�on anterior, yPE , el per��metro
de una elipseE. El per��metro PE de una elipse se calcula con la aproximaci�on de
Ramanujan y se de�ne a continuaci�on:

De�nici�on 7 Aproximaci�on del per��metro de una elipse.
Para una elipseE de�nida por sus par�ametros f a; b; xc; yc; � g, la aproximaci�on del
per��metro PE es:

PE � � [3(a + b) �
p

(a + 3b)(3a + b)] (4.4)

EntoncesF2 se de�ne como:

De�nici�on 8 Para una elipseE de�nida por sus par�ametros f a; b; xc; yc; � g y un
conjunto de datosP = f p1; p2; :::; png, se calculaF2 como:

F2 =
NE (a; b; xc; yc; �; P )

PE (a; b)
(4.5)

Esta funci�on de aptitud le da preferencia a elipses peque~nas con m�as puntos, por
lo cual es una buena funci�on de aptitud para el prop�osito de estatesis.
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Figura 4.1: V ecindad� � de una elipse candidata.

4.2.3. Suma de distancias de Hausdor�

La distancia de Hausdor� de�nida en la secci�on 2.3 (en la p�ag. 13), se utiliza como
m�etrica en varios escenarios donde la distancia de dos conjuntos tiene que ser evalua-
da, lo cual es �util para el contexto de este trabajo. De manera particular, se busca
minimizar la distancia de Hausdor� entre los puntos dados y la elipse candidata. Para
hacer �esto, se generan los puntos correspondientes a la elipse candidata, y despu�es
se calcula la distancia de Hausdor� entre estos puntos y los puntos del conjunto de
datos. De tal manera que la funci�on es de�nida como sigue:

De�nici�on 9 SeaX � el conjunto de puntos dentro de unavecindad� � (de�nida en
la ecuaci�on (4.1))

X � = f x 2 P : x 2 D � (E)g; (4.6)

De�nici�on 10 SeaE � el conjunto de puntos generado en la frontera de una elipse
dada.
Se de�ne F3 como la distancia de Hausdor� entreX � y E � :

F3 = dH (X " ; E" ) (4.7)

4.3. Caracter��sticas extras

Adem�as de los operadores de selecci�on, mutaci�on y cruza, se propuso un operador
de b�usqueda local, con el prop�osito de mejorar el desempe~no del algoritmo gen�etico.
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Asimismo se agreg�o una condici�on de paro extra al algoritmo gen�etico, para que re-
grese el resultado en una cantidad menor de evaluaciones de la funci�on de aptitud.

4.3.1. Operador local

Para mejorar la b�usqueda de soluciones se agreg�o un operador local. El opera-
dor local, es una inspecci�on en una regi�on espec���ca del espacio de b�usqueda, en el
caso de este trabajo, el operador local busca elipses dentro de una regi�on en particular.

Al igual que con los operadores de cruza y mutaci�on, el operadorlocal se aplica
dependiendo de un factor de probabilidad. En esta tesis se us�o un factor de proba-
bilidad igual a 0:1. Cuando el operador local es aplicado, se toma uno de los puntos
que conforman el individuo a modi�car y se reasignan los otros 4 puntos, de manera
que la distancia euclidiana entre ellos, sea menor a un valor determinado � .

El funcionamiento del operador local puede verse en el algoritmo 9.

Algoritmo 9 Operador local
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = f p1; p2; :::; png.
Entrada: �Indices del individuo a modi�car I = [ i1; :::; i5].
Entrada: Valor de tolerancia� .
Entrada: Factor de probabilidadP O
Salida: Individuo modi�cado.

if Prob(P O) then
f /*la funci�on Prob regresa 1 o 0 dependiendo del argumento*/g
N  0
Elegir i0 2 I aleatoriamente
for k  0 to n do

if (k pk � pi o k2< � )&( k 6= io) then
N  N [ k
if jN j = 4 then

Detener el ciclo
if jN j < 4 then

return I
else

I  io [ N
return I

else
return I
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Tabla 4.2: Par�ametros extras para el algoritmo gen�etico

Par�ametro Valor

N�umero de repeticiones del mejor valor 50

N�umero de generaciones m�aximo 5000

Valor de tolerancia� 15

Probabilidad de operador local 0.1

4.3.2. Condici�on de paro

El algoritmo propuesto GA-RANSAC requiere de un n�umero m�aximode gene-
raciones. Usualmente, un n�umero en el rango de miles de generaciones es usado, y
en este caso se usaron cinco mil generaciones. Sin embargo, en muchas aplicaciones
es requerido un algoritmo r�apido, por lo que se agreg�o una condici�on de paro para
interrumpir el ciclo principal del algoritmo gen�etico.

El algoritmo se detiene cuando el mejor individuo de cada generaci�on no mejora
en un n�umero dado de iteraciones. Esto es, en cada ciclo del algoritmo gen�etico, se
conserva al individuo con mejor valor de aptitud en la poblaci�on, quees sustituido
solo cuando un nuevo individuo tiene mejor valor de aptitud en las siguientes gene-
raciones, entonces si despu�es de un n�umero dado de generaciones no hay un mejor
individuo, el algoritmo se detiene. Cabe hacer la menci�on de que �este es un criterio
usualmente usado en la literatura especializada.

Los par�ametros extras del algoritmo gen�etico se pueden ver enla tabla 4.2.

4.4. Extracci�on de m�ultiples elipses

Existen diversas aplicaciones en donde es necesario el ajuste de m�ultiples elipses,
como en calibraci�on de c�amaras por c��rculos conc�entricos [31] opara ajustar un mo-
delo en t�erminos de elipses conectadas [8], solo por mencionar algunas.

La extracci�on de m�ultiples elipses consiste en obtener los par�ametros de cada elip-
se en un conjunto de datos con varias elipses dadas impl��citamente, en la �gura 4.2
se puede ver un ejemplo de cuatro elipses inmersas en ruido.

Para llevar a cabo la extracci�on de m�ultiples elipses, el m�etodo utilizado con-
sisti�o en buscar la elipse con mejor valor de aptitud en el conjunto de datos dado,
despu�es se guardaban los par�ametros de dicha elipse y se eliminaban los puntos que
pertenecieran a la elipse encontrada, el proceso se repiti�o con lospuntos restantes,
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Figura 4.2: M�ultiples elipses inmersas en ruido

hasta encontrar el n�umero de elipses que se buscaban o que el n�umero de puntos fuera
menor a 5.

El algoritmo 10 proporciona el pseudoc�odigo de los pasos que se utilizaron para
extraer m�ultiples elipses.

Algoritmo 10 Algoritmo para extraer m�ultiples elipses
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = f p1; p2; :::; png
Entrada: N�umero de elipses que ser�an extra��dasE.
Entrada: Par�ametros para el algoritmo GA-RANSAC
Entrada: De�nir un valor de umbral T
Salida: Par�ametros de cada elipse extra��da.

m  n
for i  1 to E do

Llamar a GA-RANSAC y extraer una elipse
Almacenar los par�ametros de la elipse
for j  1 to n do

Calcular la distanciad, del punto pj a la elipse
if d < T then

Eliminar el punto pj del conjunto de datos
m  m � 1

if m < 5 then
Terminar ejecuci�on

n  m
return Par�ametros de las elipses

En la �gura 4.3 se ilustra un ejemplo de como funciona la extracci�on dem�ulti-
ples elipses utilizando el n�umero de puntos en la elipse como funci�on de aptitud. En
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la �gura 4.3(a) est�an los puntos del conjunto de datos inicial, despu�es de aplicar el
algoritmo GA-RANSAC, se obtiene la mejor elipse (seg�un la funci�on de aptitud F2)
que se ve en la �gura 4.3(b).

El siguiente paso es guardar los par�ametros de la elipse con el mejor valor de
aptitud y despu�es eliminar los puntos que pertenecen a dicha elipse como se ve en la
�gura 4.3(c). El proceso se repite y se busca la elipse con el mejor valor de aptitud
como se puede ver en la �gura 4.3(d), de nuevo se guardan los par�ametros y se eli-
minan los puntos que pertenec��an a esa elipse, quedando los puntosde la �gura 4.3(e).

El proceso se repite y se obtiene la elipse con el mejor valor de aptitud como se
ve en la �gura 4.3(f), despu�es de guardar los par�ametros de la elipse, se eliminan los
puntos y quedan los puntos de la �gura 4.3(g). Por �ultimo se busca lamejor elipse
en el conjunto de datos restantes (�gura 4.3(h)) y se guardan los par�ametros de la
elipse. Como ya se encontraron las cuatro elipses, el algoritmo se detiene.

Los resultados detallados de la extracci�on de m�ultiples elipses se muestran en el
cap��tulo 5, secci�on 5.2 (en la p�ag. 60).

B�usqueda autom�atica

Debido a que en ocasiones es necesario un proceso completamente autom�atico, si
no se conoce el n�umero de elipses en el conjunto de datos, es requerido un m�etodo
para encontrar las elipses de manera aut�onoma. En esta tesis se propone un m�etodo
para hacer la extracci�on autom�aticamente, el proceso consiste en buscar las elipses
como en el algoritmo 10, y en cada iteraci�on guardar el valor de aptitud de la primer
elipse encontrada, despu�es el algoritmo se detendr�a si el valorde aptitud de las elipses
es menor al 20 % del valor de aptitud de la primer elipse encontrada. El algoritmo
11 proporciona el pseudoc�odigo de los pasos que se utilizaron paraextraer m�ultiples
elipses autom�aticamente.
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Algoritmo 11 Algoritmo para extraer m�ultiples elipses autom�aticamente
Entrada: Un conjunto de puntos dadoP = f p1; p2; :::; png
Entrada: Par�ametros para el algoritmo GA-RANSAC
Entrada: De�nir un valor de umbral T
Salida: Par�ametros de cada elipse extra��da.

Llamar a GA-RANSAC y extraer una elipse
Almacenar los par�ametros de la elipse
V  valor de aptitud de la elipse encontrada
m  n
repeat

for j  1 to n do
Calcular la distanciad, del punto pj a la elipse
if d < T then

Eliminar el punto pj del conjunto de datos
m  m � 1

n  m
Llamar a GA-RANSAC y extraer una elipse
v1  valor de aptitud de la elipse encontrada
if v1 < (0:2 � V) then

Terminar ejecuci�on
Almacenar los par�ametros de la elipse

until m < 5
return Par�ametros de las elipses
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(h) Elipse con mejor valor de aptitud

Figura 4.3: Extracci�on de m�ultiples elipses en un ejemplo con cuatro elipses
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Resultados

Las pruebas que se realizaron, fueron para el ajuste de una elipsey para el ajuste
de m�ultiples elipses, siendo estas �ultimas las de mayor inter�es paraesta tesis. En el
ajuste de una elipse se hicieron las pruebas con m�etodos deterministas y probabilis-
tas, mientras que para el ajuste de m�ultiples elipses se hicieron las pruebas con las
heur��sticas GA-RANSAC y ED+SD.

En el ajuste de una elipse, se compar�o el comportamiento para diferentes nive-
les de ruido y diferentes cantidades de puntos at��picos. En total se compararon ocho
algoritmos, dos de los cuales fueron deterministas y los otros seis fueron probabilistas.

El objetivo fue ver cual algoritmo se acercaba mejor a la soluci�on en condiciones
altas de ruido, y comparar las tres funciones de aptitud propuestas en este trabajo,
contra los m�etodos existentes para el ajuste de elipses.

En la parte de ajuste de m�ultiples elipses, solo se compar�o GA-RANSAC y ED+SD,
debido a que ED+SD es una t�ecnica con resultados mejores a los delm�etodo RANSAC,
que es el m�etodo m�as popular para ajuste de m�ultiples elipses.

Del mismo modo se experimento con el comportamiento de GA-RANSAC y ED+SD,
en el ajuste de dos elipses sin ruido, cuatro elipses con ruido y cuatro elipses con di-
ferentes niveles de puntos at��picos.

5.1. Dise~no de experimentos para el ajuste de una
elipse

Las pruebas se realizaron con algunos de los m�etodos deterministas y probabilis-
tas que existen para resolver el ajuste de una elipse, en concretocon los siguientes
m�etodos:
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Ajuste algebraico

Levenberg-Marquadt

RANSAC + MMC

PSO + SD

ED + SD

GA-RANSAC

Las pruebas se dividieron en 2 partes, primero las pruebas con diferentes nive-
les de ruido y despu�es las pruebas con diferentes niveles de puntosat��picos. Para las
pruebas se generaron conjuntos de datos con los cuales llevar a cabo los experimentos.

5.1.1. Experimentos con diferentes niveles de ruido

En la �gura 5.1 se pueden ver el tipo de elipses generadas que se utilizaron pa-
ra llevar a cabo los experimentos con los diferentes niveles de ruido. Se usaron seis
niveles ruido gaussiano con� 2 f 0; 1; 2; 4; 8; 16g. Se hizo hasta un valor de� = 16
porque valores mayores no son muy comunes dentro de los experimentos de visi�on y
procesamiento de im�agenes.

Se generaron 50 archivos por cada nivel de ruido, tomando como referencia una
elipse con los siguientes valores:

a = 200

b= 120

xc = 300

yc = 250

� = 2:51 � 0:8�

en cada archivo se agreg�o ruido gaussiano aleatorio dependiendo del valor de � . Se
ejecutaron los m�etodos con cada uno de los archivos como datos de entrada, y en
cada ejecuci�on se guardaron los resultados.

En las tablas 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 y 5.8, se pueden ver los valores m��ni-
mos, m�aximos y promedio obtenidos en cada par�ametro de la elipse para los diferentes
niveles de ruido.
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(a) Elipse con ruido gaussiano (� = 0)
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(b) Elipse con ruido gaussiano (� = 1)
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(c) Elipse con ruido gaussiano (� = 2)
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(d) Elipse con ruido gaussiano (� = 4)
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(e) Elipse con ruido gaussiano (� = 8)
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(f) Elipse con ruido gaussiano (� = 16)

Figura 5.1: Elipses generadas para los experimentos con diferentes niveles de ruido gaussiano

Se puede ver en las tablas 5.1 y 5.2, los resultados de los m�etodos deterministas,
mientras que en las tablas 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7 y 5.8, est�an los resultados de los
m�etodos probabilistas.

La tabla 5.1 muestra los resultados del ajuste algebraico, la tabla 5.2los resulta-
dos del algoritmo de Levenberg-Marquadt, la tabla 5.3 los resultados de RANSAC +
MMC, la tabla 5.4 los resultados de PSO+SD, la tabla 5.5 los resultados deED+SD,
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Tabla 5.1: Resultados delAjuste algebraico con 50 ejecuciones de cada nivel de� . Las
columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada par�ametro obtenido.

� Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 200.09 200.09 200.09 119.91 119.91 119.91 300.12 300.12 300.12 249.79 249.79 249.79 2.51 2.51 2.51

1 199.73 200.25 200.01 119.80 120.25 120.05 299.94 300.41 300.21 249.29 249.76 249.59 2.51 2.52 2.51

2 199.07 200.36 199.84 119.40 120.42 120.01 299.65 300.71 300.24 249.21 249.93 249.59 2.51 2.52 2.51

4 198.47 200.94 199.86 119.09 121.03 120.06 299.50 301.54 300.47 248.78 250.48 249.72 2.51 2.52 2.51

8 197.10 201.50 199.44 118.81 122.84 121.42 298.18 302.12 300.27 247.73 251.56 249.97 2.49 2.54 2.52

16 193.85 202.62 199.01 118.81 126.36 122.97 296.97 304.03 299.74 247.50 253.32 250.40 2.47 2.54 2.51

Tabla 5.2: Resultados deLevenberg-Marquadt con 50 ejecuciones de cada nivel de� . Las
columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada par�ametro obtenido.

� Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 200.16 200.16 200.16 119.93 119.93 119.93 300.10 300.10 300.10 249.75 249.75 249.75 2.51 2.51 2.51

1 199.69 200.31 200.00 119.79 120.27 120.05 299.91 300.48 300.20 249.26 249.78 249.58 2.51 2.52 2.51

2 199.02 200.55 199.94 119.47 120.37 119.90 299.58 300.78 300.23 249.09 250.02 249.63 2.51 2.52 2.51

4 198.55 200.92 199.97 118.96 120.83 119.86 299.57 301.46 300.44 248.85 250.47 249.74 2.50 2.52 2.51

8 197.99 202.20 200.57 118.52 122.78 120.51 298.40 302.29 300.59 247.35 251.10 249.70 2.49 2.55 2.52

16 198.18 206.84 202.62 113.97 124.09 119.94 295.44 302.58 299.22 246.22 252.85 249.89 2.47 2.56 2.52

Tabla 5.3: Resultados deRANSAC + MMC con 50 ejecuciones de cada nivel de� . Las
columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada par�ametro obtenido.

� Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 197.56 200.14 199.16 118.54 120.29 119.39 299.90 301.37 300.49 247.08 250.39 248.76 2.51 2.53 2.52

1 188.43 205.77 198.74 102.24 120.93 116.72 281.88 308.01 297.57 238.52 250.39 248.06 2.44 2.56 2.51

2 179.74 202.80 196.11 91.75 121.83 115.72 257.83 301.63 293.22 241.95 255.12 250.92 2.29 2.53 2.47

4 172.23 216.03 205.87 75.65 122.26 113.68 252.76 302.98 302.28 226.56 252.34 245.39 2.39 2.55 2.52

8 169.37 222.40 203.93 62.64 134.81 115.02 260.72 311.28 299.58 221.79 255.68 245.68 2.21 2.67 2.51

16 187.49 220.90 205.56 88.56 120.29 111.80 285.21 304.58 299.21 209.24 255.68 246.88 2.38 2.64 2.53

y las tablas 5.6, 5.7 y 5.8 los resultados de GA-RANSAC con las tres funciones de
aptitud propuestas.

En general los ocho m�etodos son robustos al ruido con un valor de� de hasta 16,
aunque GA-RANSAC+F3, es el que encuentra valores m�as alejados del valor real de
los par�ametros.

Para visualizar con m�as detalle los resultados de los diferentes m�etodos, en la �-
gura 5.2 est�an los porcentajes de error obtenidos en cada par�ametro de la elipse. Se
puede observar el desempe~no de cada m�etodo, siendo el m�etodo de GA-RANSAC +
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Tabla 5.4: Resultados dePSO + SD con 50 ejecuciones de cada nivel de� . Las columnas
m, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada par�ametro obtenido.

� Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 200.04 200.04 200.04 119.84 119.84 119.84 300.19 300.19 300.19 249.78 249.79 249.79 2.51 2.51 2.51

1 199.70 200.40 199.99 119.73 120.22 120.03 299.86 300.50 300.26 249.28 249.79 249.60 2.51 2.52 2.51

2 199.02 200.63 199.91 119.05 120.58 119.87 299.61 300.66 300.22 249.13 250.11 249.61 2.51 2.52 2.51

4 176.11 201.52 197.68 118.61 121.63 123.07 299.36 301.72 300.38 248.45 250.45 249.65 1.24 2.52 2.36

8 170.87 201.78 196.66 118.04 148.05 125.00 298.06 303.04 300.51 247.57 252.32 250.27 1.25 2.54 2.36

16 193.88 205.86 200.66 116.73 123.41 120.51 295.85 304.76 300.29 246.63 253.97 250.04 2.47 2.55 2.52

Tabla 5.5: Resultados deED + SD con 50 ejecuciones de cada nivel de� . Las columnas
m, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada par�ametro obtenido.

� Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 199.96 199.96 199.96 119.85 119.85 119.85 300.16 300.16 300.16 249.82 249.82 249.82 2.51 2.51 2.51

1 199.59 200.21 199.95 119.71 120.22 120.04 299.87 300.48 300.24 249.31 249.80 249.60 2.51 2.52 2.51

2 198.84 200.52 199.80 119.07 120.59 119.88 299.43 300.66 300.20 249.18 250.12 249.64 2.51 2.52 2.51

4 198.30 201.22 199.87 118.63 121.16 119.93 299.38 301.93 300.47 248.80 250.48 249.71 2.50 2.53 2.52

8 195.43 202.23 199.73 117.39 123.50 120.50 297.23 303.63 300.08 247.70 251.70 249.80 2.47 2.54 2.51

16 189.88 207.49 200.04 110.87 128.81 121.96 292.62 305.13 300.17 246.09 256.82 252.00 2.39 2.59 2.48

Tabla 5.6: Resultados deGA-RANSAC + F1 con 50 ejecuciones de cada nivel de� . Las
columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada par�ametro obtenido.

� Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 199.96 199.96 199.96 119.43 119.43 119.43 300.25 300.25 300.25 250.12 250.12 250.12 2.52 2.52 2.52

1 196.41 202.45 200.16 118.51 121.24 120.13 298.57 302.56 300.71 247.87 251.48 249.70 2.49 2.54 2.52

2 197.01 203.52 200.16 117.55 122.80 119.82 298.23 301.52 300.31 247.66 251.51 249.97 2.50 2.53 2.52

4 197.59 201.90 199.75 117.19 122.41 119.86 298.85 302.19 300.62 247.26 250.95 249.61 2.49 2.54 2.52

8 196.54 203.42 200.65 115.88 121.45 119.47 297.34 303.15 300.25 247.28 252.37 249.65 2.47 2.54 2.51

16 187.85 210.72 199.65 110.23 129.01 121.04 293.43 306.84 300.61 242.09 259.41 250.99 2.36 2.61 2.51

F3 el menos e�ciente.

La �gura 5.2(a) muestra la gr�a�ca de los porcentajes de error obtenidos en el
par�ametro a, por los ocho m�etodos, donde GA-RANSAC +F3 es el que tiene mayo-
res porcentajes de error, para valores de� > 4.

La �gura 5.2(b) muestra la gr�a�ca de los porcentajes de error obtenidos en el
par�ametro b, por los ocho m�etodos, RANSAC + MMC, GA-RANSAC + F3 y PSO
+ SD, son los que tienen mayores porcentajes de error.
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Tabla 5.7: Resultados deGA-RANSAC + F2 con 50 ejecuciones de cada nivel de� . Las
columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada par�ametro obtenido.

� Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 192.93 192.93 192.93 119.72 119.72 119.72 300.35 300.35 300.35 250.09 250.09 250.09 2.49 2.49 2.49

1 191.72 194.64 193.10 117.95 120.94 119.55 299.04 301.00 300.07 247.94 250.48 249.31 2.47 2.55 2.51

2 193.40 196.72 194.77 115.32 119.29 118.06 298.92 301.24 300.02 248.08 250.96 249.73 2.48 2.55 2.52

4 196.04 199.49 197.62 116.37 120.69 118.79 297.99 302.01 300.59 247.84 251.72 249.88 2.49 2.52 2.51

8 195.41 202.50 198.98 117.55 122.12 120.29 296.85 303.04 300.05 247.09 251.12 249.67 2.47 2.54 2.51

16 184.95 207.29 197.90 108.43 126.35 119.26 294.63 307.38 300.67 246.01 260.70 251.86 2.37 2.60 2.51

Tabla 5.8: Resultados deGA-RANSAC + F3 con 50 ejecuciones de cada nivel de� . Las
columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada par�ametro obtenido.

� Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 200.37 200.37 200.37 119.52 119.52 119.52 299.94 299.94 299.94 249.91 249.91 249.91 2.51 2.51 2.51

1 197.07 213.44 202.38 114.97 121.12 119.14 298.27 302.14 300.26 248.29 250.17 249.47 2.47 2.60 2.54

2 192.28 219.69 204.19 115.19 122.76 119.41 294.61 301.84 299.24 246.80 252.19 249.60 2.28 2.60 2.47

4 193.83 233.35 208.97 110.20 122.80 118.30 293.44 306.71 301.19 247.85 253.88 251.02 2.24 2.64 2.52

8 174.98 311.41 238.26 103.28 128.91 117.24 284.19 310.18 298.45 240.74 260.57 249.69 2.03 2.83 2.52

16 165.46 299.29 267.45 97.34 129.94 114.27 232.34 316.23 285.74 235.23 264.56 259.15 1.61 2.93 2.40

La �gura 5.2(c) muestra la gr�a�ca de los porcentajes de error obtenidos en el
par�ametro xc, por los ocho m�etodos, donde GA-RANSAC +F3 es el que tiene ma-
yores porcentajes de error, para valores de� > 8.

La �gura 5.2(d) muestra la gr�a�ca de los porcentajes de error obtenidos en el
par�ametro yc, por los ocho m�etodos, RANSAC + MMC y GA-RANSAC + F3, son
los que tiene mayores porcentajes de error.

La �gura 5.2(e) muestra la gr�a�ca de los porcentajes de error obtenidos en el
par�ametro � , por los ocho m�etodos, donde PSO+SD es el que tiene mayores porcen-
tajes de error.

5.1.2. Experimentos con diferentes niveles de puntos at��p icos

Las siguientes pruebas se realizaron con diferentes porcentajesde puntos at��picos,
donde el porcentaje se re�ere a la relaci�on entre los puntos que pertenecen a la elipse
dada impl��citamente y los puntos que no pertenecen a ella.

En la �gura 5.3 se pueden ver el tipo de elipses generadas que se utilizaron
para llevar a cabo los experimentos, se usaron seis porcentajes depuntos at��picos

CINVESTAV-IPN Departamento de Computaci�on



Resultados 55

0

5

10

15

20

25

30

35

40

0 2 4 6 8 10 12 14 16

P
or

ce
nt

a
je

de
er

ro
r

%

Valor de �

ED + SD
GA-RANSAC + F2

Ajuste algebraico
Levenberg-Marquadt

RANSAC + MMC
PSO + SD

GA-RANSAC + F1
GA-RANSAC + F3

(a) Pruebas con ruido (Par�ametro a)

0

2

4

6

8

10

0 2 4 6 8 10 12 14 16

P
or

ce
nt

a
je

de
er

ro
r

%

Valor de �

ED + SD
GA-RANSAC + F2

Ajuste algebraico
Levenberg-Marquadt

RANSAC + MMC
PSO + SD

GA-RANSAC + F1
GA-RANSAC + F3

(b) Pruebas con ruido (Par�ametro b)

0

2

4

6

8

10

0 2 4 6 8 10 12 14 16

P
or

ce
nt

a
je

de
er

ro
r

%

Valor de �

ED + SD
GA-RANSAC + F2

Ajuste algebraico
Levenberg-Marquadt

RANSAC + MMC
PSO + SD

GA-RANSAC + F1
GA-RANSAC + F3
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Figura 5.2: Gr�a�cas de los porcentajes de error en cada par�ametro con diferentes niveles de
ruido

f 0 %; 20 %; 40 %; 60 %; 80 %; 100 %g. Se hizo hasta un valor de 100 % para ver si son
algoritmos robustos.

Se generaron 50 archivos por cada porcentaje de puntos at��picos, tomando como
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(e) Elipse con 80 % de puntos at��picos

0

100

200

300

400

500

600

0 100 200 300 400 500 600

Y

X

(f) Elipse con 100 % de puntos at��picos

Figura 5.3: Elipses generadas para los experimentos, con diferentes niveles de puntos at��picos

referencia una elipse con los siguientes valores:

a = 200

b= 120

xc = 300

yc = 250
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� = 2:51 � 0:8�

en cada archivo se agregaron puntos aleatorios dependiendo del porcentaje. Se eje-
cutaron los m�etodos con cada uno de los archivos como datos de entrada, y en cada
ejecuci�on se guardaron los resultados.

En las tablas 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14, 5.15 y 5.16, se pueden verlos valo-
res m��nimos, m�aximos y promedio obtenidos en cada par�ametro dela elipse para los
diferentes porcentajes de puntos at��picos.

Tabla 5.9: Resultados delAjuste algebraico con 50 ejecuciones de cada porcentaje de
puntos at��picos. Las columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada

par�ametro obtenido.

Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

% m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 200.09 200.09 200.09 119.91 119.91 119.91 300.12 300.12 300.12 249.79 249.79 249.79 2.51 2.51 2.51

20 184.10 211.00 195.39 140.30 181.79 165.70 286.94 321.31 304.20 248.38 289.88 274.79 0.57 2.78 2.05

40 196.43 213.14 204.39 174.13 192.60 183.83 282.73 322.61 304.02 257.01 303.22 283.32 0.74 2.55 1.83

60 205.12 222.93 212.09 182.26 201.03 191.96 289.23 322.30 305.88 274.97 315.06 291.46 0.83 2.60 1.68

80 206.06 225.47 216.01 189.87 208.87 199.45 296.12 320.20 308.79 273.17 306.02 292.33 0.40 2.72 1.60

100 208.17 223.90 216.37 191.39 208.36 202.46 293.15 319.49 307.12 279.92 306.50 293.56 0.24 2.32 1.57

Tabla 5.10: Resultados deLevenberg-Marquadt con 50 ejecuciones de cada porcentaje
de puntos at��picos. Las columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de

cada par�ametro obtenido.

Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

% m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 200.16 200.16 200.16 119.93 119.93 119.93 300.10 300.10 300.10 249.75 249.75 249.75 2.51 2.51 2.51

20 202.24 275.16 239.20 114.95 182.69 161.00 270.25 318.22 298.78 246.98 288.22 271.63 0.85 2.81 2.33

40 203.13 253.69 237.38 158.83 192.22 180.63 272.57 306.35 292.90 256.96 283.40 272.26 0.07 2.73 1.98

60 216.48 248.91 234.42 156.05 201.34 184.46 279.45 311.34 295.48 262.65 291.52 278.65 0.30 2.78 1.85

80 219.39 254.16 241.14 161.82 200.94 187.32 286.79 315.36 301.11 261.21 288.97 276.41 0.89 2.97 2.31

100 215.91 273.49 252.22 165.07 213.01 190.29 276.32 315.88 310.36 263.74 400.07 315.04 0.05 3.10 2.23

Se puede ver en las tablas 5.9 y 5.10, los resultados para los m�etodosdeterminis-
tas, y en las tablas 5.11, 5.12, 5.13, 5.14, 5.15 y 5.16, los resultados para los m�etodos
probabilistas.

La tabla 5.9 muestra los resultados del ajuste algebraico, la tabla 5.10 los resulta-
dos del algoritmo de Levenberg-Marquadt, la tabla 5.11 los resultados de RANSAC
+ MMC, la tabla 5.12 los resultados de PSO+SD, la tabla 5.13 los resultados de
ED+SD, y las tablas 5.14, 5.15 y 5.16 los resultados de GA-RANSAC con las tres
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Tabla 5.11: Resultados deRANSAC + MMC con 50 ejecuciones de cada porcentaje de
puntos at��picos. Las columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada

par�ametro obtenido.

Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

% m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 200.09 211.04 201.75 119.44 137.14 122.29 299.56 314.59 302.02 249.52 260.51 251.58 2.51 2.55 2.52

20 198.86 201.83 199.44 116.36 122.46 118.81 286.98 301.13 297.53 247.39 252.84 250.50 2.48 2.52 2.51

40 198.86 200.94 199.99 115.20 121.51 119.29 297.64 300.66 299.41 245.67 251.39 249.56 2.50 2.53 2.51

60 198.86 201.27 200.07 117.76 120.82 119.68 299.70 301.22 300.36 247.54 250.41 249.33 2.51 2.53 2.52

80 198.88 200.77 200.18 117.14 121.78 119.81 298.83 300.77 300.08 247.55 251.68 249.64 2.50 2.53 2.51

100 198.88 200.55 200.58 117.88 120.41 120.22 299.38 301.26 300.79 247.75 250.54 249.91 2.50 2.53 2.52

Tabla 5.12: Resultados dePSO + SD con 50 ejecuciones de cada porcentaje de puntos
at��picos. Las columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada par�ametro

obtenido.

Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

% m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 177.18 200.04 197.03 119.84 152.34 124.27 300.10 300.19 300.16 249.61 249.79 250.00 0.00 2.51 2.21

20 182.59 200.15 197.71 119.86 155.27 125.58 295.48 300.23 299.99 249.73 253.09 250.27 0.00 2.51 2.11

40 185.19 200.22 197.08 119.91 164.82 130.77 294.68 304.19 300.61 249.75 254.01 251.43 0.00 2.51 1.91

60 183.92 200.31 196.12 119.93 183.55 140.28 299.92 312.39 303.47 249.83 272.99 256.76 0.00 2.51 1.71

80 190.48 206.23 202.97 120.08 182.80 141.24 291.99 316.64 303.76 249.86 286.38 260.60 0.00 2.51 1.67

100 186.15 209.98 200.64 120.19 190.49 145.07 298.37 319.55 305.24 249.82 287.96 261.70 0.00 2.51 1.68

Tabla 5.13: Resultados deED + SD con 50 ejecuciones de cada porcentaje de puntos
at��picos. Las columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada par�ametro

obtenido.

Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

% m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 199.96 199.96 199.96 119.85 119.85 119.85 300.16 300.16 300.16 249.82 249.82 249.82 2.51 2.51 2.51

20 199.96 200.07 200.01 119.80 119.86 119.84 300.13 300.21 300.17 249.77 249.84 249.81 2.51 2.51 2.51

40 199.99 200.06 200.04 119.80 119.87 119.85 300.14 300.21 300.19 249.77 249.84 249.81 2.51 2.51 2.51

60 199.99 200.09 202.20 119.80 119.87 124.24 300.12 300.25 302.58 249.75 249.83 253.43 2.51 2.51 2.51

80 199.95 200.13 200.05 119.70 119.87 119.82 300.12 300.22 300.18 249.66 249.85 249.79 2.51 2.51 2.51

100 199.95 200.07 200.03 119.80 119.89 119.84 300.16 300.22 300.19 249.75 249.86 249.79 2.51 2.51 2.51

funciones de aptitud propuestas.

Como se puede ver en los resultados, para niveles de puntos at��picos grandes,
los m�etodos deterministas son los que obtienen resultados menos acertados, mientras
que los m�etodos probabilistas obtienen mejores resultados. Lo que justi�ca el uso de
heur��sticas probabilistas para la resoluci�on del problema de ajuste de elipses, dada su
robustez para resolver el problema en conjuntos de datos con altos niveles de puntos
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Tabla 5.14: Resultados deGA-RANSAC + F1 con 50 ejecuciones de cada porcentaje de
puntos at��picos. Las columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada

par�ametro obtenido.

Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

% m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 192.93 192.93 192.93 119.72 119.72 119.72 300.35 300.35 300.35 250.09 250.09 250.09 2.49 2.49 2.49

20 191.72 197.83 193.80 115.01 121.15 118.96 297.55 302.29 300.21 246.23 251.15 249.37 2.48 2.55 2.52

40 191.51 197.70 195.11 114.23 121.61 118.04 295.78 303.95 299.90 247.76 253.67 249.89 2.46 2.54 2.50

60 191.25 198.41 195.08 114.07 120.32 117.90 296.75 304.24 300.54 247.41 251.19 249.79 2.46 2.56 2.52

80 191.76 200.03 195.52 113.52 120.75 118.11 296.29 303.89 299.81 246.06 251.28 249.47 2.49 2.56 2.53

100 191.52 200.45 195.49 112.77 122.55 118.57 296.48 302.43 300.23 247.22 252.90 249.98 2.47 2.56 2.52

Tabla 5.15: Resultados deGA-RANSAC + F2 con 50 ejecuciones de cada porcentaje de
puntos at��picos. Las columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada

par�ametro obtenido.

Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

% m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 199.96 199.96 199.96 119.43 119.43 119.43 300.25 300.25 300.25 250.12 250.12 250.12 2.52 2.52 2.52

20 195.69 204.76 200.07 117.30 122.89 120.25 296.28 302.15 299.41 245.76 252.70 250.03 2.49 2.55 2.51

40 197.85 203.71 200.85 116.21 122.50 119.57 295.79 303.41 299.96 248.36 253.53 250.83 2.45 2.53 2.50

60 195.80 203.24 200.35 115.24 122.78 118.96 296.40 303.46 300.56 245.73 252.96 250.59 2.48 2.54 2.52

80 197.39 203.02 199.71 115.51 121.55 118.91 295.86 303.30 300.16 246.53 251.92 249.67 2.48 2.55 2.52

100 195.81 204.21 200.35 114.09 123.72 120.51 296.16 303.57 300.54 245.88 253.20 249.94 2.48 2.57 2.52

Tabla 5.16: Resultados deGA-RANSAC + F3 con 50 ejecuciones de cada porcentaje de
puntos at��picos. Las columnasm, M y �x son el m��nimo, m�aximo y valor promedio de cada

par�ametro obtenido.

Par�ametro a Par�ametro b Par�ametro xc Par�ametro yc Par�ametro �

% m M �x m M �x m M �x m M �x m M �x

0 200.37 200.37 200.37 119.52 119.52 119.52 299.94 299.94 299.94 249.91 249.91 249.91 2.51 2.51 2.51

20 197.39 440.56 309.25 108.24 182.52 152.36 232.90 379.02 309.79 239.54 349.37 299.57 0.16 2.77 1.67

40 231.90 627.45 365.28 142.18 212.75 175.66 246.87 414.88 327.19 1.20 393.52 285.76 0.08 2.83 1.34

60 242.13 608.81 520.41 142.90 213.17 184.29 144.49 414.38 296.24 229.78 499.59 448.89 0.16 2.44 1.53

80 228.18 399.68 315.89 167.85 206.36 181.01 245.56 339.40 306.62 210.18 367.09 297.26 0.27 3.03 1.59

100 232.05 728.27 480.38 145.83 200.03 175.43 264.48 345.38 302.37 208.62 415.40 297.59 0.31 3.07 1.71

at��picos.

Sin embargo GA-RANSAC + F3, que es una heur��stica probabilista, no regresa
buenos resultados, al igual que en la secci�on anterior con ruido enlos puntos, lo que
muestra que la funci�onF3, no es una buena funci�on de aptitud para la resoluci�on del
problema de ajuste de elipses.
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Para visualizar con m�as detalle los resultados de los diferentes m�etodos, en la �gura
5.4 est�an los porcentajes de error obtenidos en cada par�ametro de la elipse. Se pue-
de observar el desempe~no de cada m�etodo para diferentes n�umeros de puntos at��picos.

La �gura 5.4(a) muestra la gr�a�ca de los porcentajes de error obtenidos en el
par�ametro a, por los ocho m�etodos, donde GA-RANSAC +F3 es el que tiene ma-
yores porcentajes de error. Mientras que ED + SD y GA-RANSAC+F2 son los que
muestran los mejores resultados para porcentajes arriba de 60 %.

La �gura 5.4(b) muestra la gr�a�ca de los porcentajes de error obtenidos en el
par�ametro b, por los ocho m�etodos, el ajuste algebraico, GA-RANSAC +F3 y Levenberg-
Marquadt, son los que tiene mayores porcentajes de error.

La �gura 5.4(c) muestra la gr�a�ca de los porcentajes de error obtenidos en el
par�ametro xc, por los ocho m�etodos, donde todos obtuvieron bajos porcentajes de
error.

La �gura 5.4(d) muestra la gr�a�ca de los porcentajes de error obtenidos en el
par�ametro yc, por los ocho m�etodos, Levenberg-Marquadt, el ajuste algebraico y GA-
RANSAC + F3, son los que tiene mayores porcentajes de error.

La �gura 5.4(e) muestra la gr�a�ca de los porcentajes de error obtenidos en el
par�ametro � , por los ocho m�etodos, donde GA-RANSAC +F3, PSO+SD, Levenberg-
Marquadt y el ajuste algebraico, son los que tienen mayores porcentajes de error.

En conclusi�on los algoritmos que mejor se comportaron, fueron GA-RANSAC+ F2

y ED+SD, debido a que fueron los que presentaron menor porcentaje de error, los
algoritmos deterministas Levenberg-Marquadt y ajuste algebraico, son robustos al
ruido, pero no a los puntos at��picos, mientras que GA-RANSAC+F1, PSO+SD y
RANSAC+MMC, tienen resultados mejores que los de los algoritmos deterministas,
el algoritmo con menor desempe~no fue GA+RANSAC+F3.

5.2. Dise~no de experimentos para el ajuste de m�ulti-
ples elipses

En la secci�on anterior se mostraron las pruebas para el ajuste deuna elipse, en la
que se pudo observar que la funci�on de aptitudF3, no es la mejor opci�on para resolver
el problema, mientras que las funcionesF1 y F2 son mejores opciones para ajustar
elipses.

En el problema de ajuste de m�ultiples elipses se necesita de un algoritmo robusto,

CINVESTAV-IPN Departamento de Computaci�on



Resultados 61

0

20

40

60

80

100

0 20 40 60 80 100

P
or

ce
nt

a
je

de
er

ro
r

%

Porcentaje de puntos at��picos %

ED + SD
GA-RANSAC + F2

Ajuste algebraico
Levenberg-Marquadt

RANSAC + MMC
PSO + SD

GA-RANSAC + F1
GA-RANSAC + F3

(a) Pruebas con puntos at��picos (a)

0

20

40

60

80

100

0 20 40 60 80 100

P
or

ce
nt

a
je

de
er

ro
r

%

Porcentaje de puntos at��picos %

ED + SD
GA-RANSAC + F2

Ajuste algebraico
Levenberg-Marquadt

RANSAC + MMC
PSO + SD

GA-RANSAC + F1
GA-RANSAC + F3

(b) Pruebas con puntos at��picos (b)

0

20

40

60

80

100

0 20 40 60 80 100

P
or

ce
nt

a
je

de
er

ro
r

%

Porcentaje de puntos at��picos %

ED + SD
GA-RANSAC + F2

Ajuste algebraico
Levenberg-Marquadt

RANSAC + MMC
PSO + SD

GA-RANSAC + F1
GA-RANSAC + F3

(c) Pruebas con puntos at��picos (xc)
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(d) Pruebas con puntos at��picos (yc)
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Figura 5.4: Gr�a�cas de los porcentajes de error en cada par�ametro con diferentes porcentajes
de puntos at��picos

debido a que los puntos at��picos son muy comunes en diversas aplicaciones de vi-
si�on computacional y procesamiento de se~nales. En la �gura 5.4(b) se mostr�o que los
m�etodos deterministas son sensibles a los puntos at��picos, mientras que los algoritmos
menos sensibles a los puntos at��picos fueron GA-RANSAC +F1, GA-RANSAC + F2
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y ED + SD.

Debido al buen desempe~no en las pruebas, los experimentos con m�ultiples elipses
se realizaron usando los m�etodos de GA-RANSAC y ED + SD.

Las pruebas que se hicieron del comportamiento de GA-RANSAC y ED+SD fue-
ron: pruebas con dos elipses, en la que se variaba el n�umero de puntos en la segunda
elipse, el segundo con cuatro elipses, variando los niveles de ruido, yel �ultimo varian-
do los niveles de puntos at��picos.

5.2.1. Experimentos con dos elipses

Para hacer las pruebas del comportamiento de GA-RANSAC, se us�o la funci�on
F2 como funci�on de aptitud y se usaron los siguientes casos de prueba:
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Elipses superpuestas

0

100

200

300

400

500

600

0 100 200 300 400 500 600

Y

X

Elipse 1

Elipse 2

(a) Elipse 2 con 20 puntos

0

100

200

300

400

500

600

0 100 200 300 400 500 600

Y

X

Elipse 1

Elipse 2

(b) Elipse 2 con 70 puntos
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(c) Elipse 2 con 145 puntos

Figura 5.5: Caso 1. Elipses disjuntas, la elipse 1 est�a formada por 100 puntos y la elipse 2
var��a

En la �gura 5.5 est�an 3 de los conjuntos que se generaron para hacer las pruebas
con elipses disjuntas, se generaron 35 archivos con dos elipses como las de la �gura
5.5(a), con 100 puntos que pertenec��an a la elipse 1, mientras la elipse 2 ten��a dife-
rentes n�umeros de puntos (#puntos 2 f 5; 10; 15; :::; 160; 165; 170g).

En la �gura 5.6 est�a el segundo caso prueba con elipses anidadas, al igual que
con el primer caso se generaron 35 archivos con dos elipses, en la que la primer elipse
estaba formada por 100 puntos y la segunda elipse ten��a diferentes n�umeros de puntos
(# puntos 2 f 5; 10; 15; :::; 160; 165; 170g).

CINVESTAV-IPN Departamento de Computaci�on



Resultados 63

0

100

200

300

400

500

600

0 100 200 300 400 500 600

Y

X

Elipse 1

Elipse 2

(a) Elipse 2 con 20 puntos

0

100

200

300

400

500

600

0 100 200 300 400 500 600

Y

X

Elipse 1

Elipse 2

(b) Elipse 2 con 70 puntos

0

100

200

300

400

500

600

0 100 200 300 400 500 600

Y

X

Elipse 1

Elipse 2

(c) Elipse 2 con 145 puntos

Figura 5.6: Caso 2. Elipses anidadas, la elipse 1 est�a formada por 100 puntos y la elipse 2
var��a

En la �gura 5.7 est�a el tercer caso con elipses superpuestas, al igual que con el
primer y segundo caso se generaron 35 archivos con dos elipses, enla que la primer
elipse estaba formada por 100 puntos y la segunda elipse ten��a diferentes n�umeros de
puntos (# puntos 2 f 5; 10; 15; :::; 160; 165; 170g).
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(b) Elipse 2 con 70 puntos

0

100

200

300

400

500

600

0 100 200 300 400 500 600

Y

X

Elipse 1

Elipse 2

(c) Elipse 2 con 145 puntos

Figura 5.7: Caso 3. Elipses superpuestas, la elipse 1 est�a formada por 100 puntos y la elipse
2 var��a

En las �guras 5.8, 5.9 y 5.10, est�an los resultados de GA-RANSAC +F2, para los
tres casos.

Los resultados muestran cual fue la elipse encontrada por el algoritmo en una
ejecuci�on para cada caso, que dependiendo del n�umero de puntos en la elipse 2, en-
contr�o una u otra.

La heur��stica ED + SD presentada en [32], es una t�ecnica robusta,para la soluci�on
del problema de elipses, como se mostr�o en la secci�on 5.1. Por lo tanto se hicieron
pruebas con ED + SD, para comparar contra la heur��stica propuesta en esta tesis.

Las pruebas que se realizaron con ED + SD para el ajuste de m�ultiples elipses,
fueron las mismas que se realizaron para GA-RANSAC. Se usaron los mismos casos
de prueba de GA-RANSAC.

CINVESTAV-IPN Departamento de Computaci�on



64 Cap��tulo 5

0

1

2

3

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

E
lip

se
re

co
no

ci
da

N�umero de puntos en la elipse 2

Figura 5.8: Gr�a�ca de la elipse reconocida porGA-RANSAC + F2 en el caso 1, para los
diferentes n�umeros de puntos en la elipse 2
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Figura 5.9: Gr�a�ca de la elipse reconocida porGA-RANSAC + F2 en el caso 2, para los
diferentes n�umeros de puntos en la elipse 2
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Figura 5.10: Gr�a�ca de la elipse reconocida porGA-RANSAC + F2 en el caso 3, para
los diferentes n�umeros de puntos en la elipse 2

CINVESTAV-IPN Departamento de Computaci�on



Resultados 65

Los casos fueron las elipses disjuntas de la �gura 5.5, las elipses anidadas de la �gu-
ra 5.6 y las elipses superpuestas de la �gura 5.16. Igualmente se generaron 35 archivos
con dos elipses, en la que la primer elipse estaba formada por 100 puntos y la segun-
da elipse ten��a diferentes n�umeros de puntos (#puntos 2 f 5; 10; 15; :::; 160; 165; 170g).
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Figura 5.11: Gr�a�ca de la elipse reconocida porED + SD en el caso 1, para los diferentes
n�umeros de puntos en la elipse 2
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Figura 5.12: Gr�a�ca de la elipse reconocida porED + SD en el caso 2, para los diferentes
n�umeros de puntos en la elipse 2

En las �guras 5.11, 5.12 y 5.13, est�an los resultados de ED + SD, paralos tres
casos.

Los resultados muestran cual fue la elipse encontrada por el algoritmo en una
ejecuci�on para cada caso, que dependiendo del n�umero de puntos en la elipse 2, en-
contr�o una u otra.
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Figura 5.13: Gr�a�ca de la elipse reconocida porED + SD en el caso 3, para los diferentes
n�umeros de puntos en la elipse 2

5.2.2. Experimentos con ruido en los puntos

Las siguientes pruebas se realizaron con conjuntos de datos que conten��an 4 elip-
ses en diferentes condiciones de ruido. Al igual que en la secci�on anterior los casos de
prueba fueron elipses disjuntas, elipses anidadas y elipses superpuestas, en las �guras
5.14, 5.15 y 5.16 est�an los tipos de elipses utilizadas para las pruebas.

En la �gura 5.14 est�a el primer caso de elipses disjuntas, con diferentes niveles
de ruido. Se generaron 40 archivos para cada valor de� , con 100 puntos para de�nir
cada una de las cuatro elipses.

En la �gura 5.15 est�an algunas elipses del segundo caso de elipses anidadas, con
diferentes niveles de ruido. Al igual que en el primer caso se generaron 40 archivos
para cada valor de� , con 100 puntos para cada elipses.
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Figura 5.14: Caso 1. M�ultiples elipses disjuntas con diferentes niveles de ruido gaussiano

Por �ultimo en la �gura 5.16 est�an algunas elipses del tercer caso deelipses super-
puestas, con diferentes niveles de ruido. Al igual que en el primer ysegundo caso se
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Figura 5.15: Caso 2. M�ultiples elipses anidadas con diferentes niveles de ruido gaussiano

generaron 40 archivos para cada valor de� , con 100 puntos para cada elipses.
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Figura 5.16: Caso 3. M�ultiples elipses superpuestas con diferentes niveles de ruido gaussiano

El algoritmo se ejecut�o en cada uno de los archivos, se almacenaron los resultados
y se gra�c�o el promedio de elipses encontradas en cada caso. En las �guras 5.17, 5.18
y 5.19, est�an las gr�a�cas del promedio de elipses encontradas encada nivel de ruido
para cada caso.

Los valores de sigma que se probaron fueron:� 2 f 0; 1; 2; 4; 8; 16g, para cada valor
de sigma se ejecut�o el algoritmo en los 40 archivos generados. En cada ejecuci�on el
algoritmo buscaba cuatro elipses y se almacenaba el n�umero de elipses que se encon-
traron en dicha ejecuci�on (veri�cando cuantas de las elipses encontradas coincid��an
con las generadas).

Para ED+SD, al igual que con GA-RANSAC los casos de prueba fueron elipses
disjuntas, elipses anidadas y elipses superpuestas, vistos en las �guras 5.14, 5.15 y
5.16. Se generaron 40 archivos para cada valor de� , con 100 puntos para cada elipses.

El algoritmo se ejecut�o en cada uno de los archivos, se almacenaron los resultados
y se gra�c�o el promedio de elipses encontradas en cada caso. En la�gura 5.20, est�an
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Figura 5.17: Gr�a�ca del n�umero de elipses reconocidas porGA-RANSAC + F2 en el caso
1, para los diferentes valores de�
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Figura 5.18: Gr�a�ca del n�umero de elipses reconocidas porGA-RANSAC + F2 en el caso
2, para los diferentes valores de�

las gr�a�cas del promedio de elipses encontradas en cada nivel de ruido para cada caso
por ED + SD.

Los valores de sigma que se probaron fueron los mismos de GA-RANSAC (� 2
f 0; 1; 2; 4; 8; 16g), para cada valor de sigma se ejecut�o el algoritmo en los 40 archivos
generados. En cada ejecuci�on el algoritmo buscaba cuatro elipses y se almacenaba el
n�umero de elipses que se encontraron en dicha ejecuci�on.
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Figura 5.19: Gr�a�ca del n�umero de elipses reconocidas porGA-RANSAC + F2 en el caso
3, para los diferentes valores de�
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Figura 5.20: Gr�a�ca del n�umero de elipses reconocidas porED +SD en los casos 1,2 y 3,
para los diferentes valores de�

5.2.3. Experimentos con diferentes niveles de puntos at��p icos

Para el trabajo experimental se generaron puntos como conjuntos de datos, usando
Octave 1. Los puntos se generaron alrededor de una elipse imaginaria y se almace-
naron en un archivo, despu�es se generaron puntos at��picos aleatorios y se agregaron
al archivo.

En las pruebas se veri�co que la segunda funci�on de aptitud |esto es, el n�umero
de puntos en el per��metro| fue la mejor funci�on de aptitud, las siguientes pruebas
fueron realizadas usando la segunda funci�on de aptitud.

1http://www.gnu.org/software/octave/
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Casos de prueba

Para esta tesis el enfoque recay�o en tres casos; cuando las elipses son disjuntas,
cuando las elipses est�an superpuestas y cuando est�an anidadas.

Elipses disjuntas

�Este es el caso m�as com�un que puede presentarse en datos reales, y el m�as sencillo
de resolver. Es posible ver un ejemplo en la �gura 5.21.
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Figura 5.21: Caso de prueba uno, las elipses son disjuntas con 20 por ciento de puntos
at��picos.

Elipses superpuestas

�Este caso es el m�as complicado de resolver de los tres por que las intersecciones de
las elipses pueden interpretarse como elipses y los algoritmos puedenllegar a contar
las intersecciones como elipses. Se puede ver en la �gura 5.22 un ejemplo de este caso,
con sesenta por ciento de puntos at��picos.

Elipses anidadas

Finalmente, el tercer caso de prueba es el de elipses anidadas, quese puede ver
en la �gura 5.23. �Este caso es de particular inter�es por servir para la calibraci�on de
c�amaras [33] que se discutir�a en el siguiente cap��tulo.
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Figura 5.22: Caso de prueba dos, las elipses est�an superpuestas, con 60 por ciento de puntos
at��picos.
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Figura 5.23: Caso de prueba tres, las elipses est�an anidadas, con 100 por ciento de puntos
at��picos.

Resultados

Se ejecut�o el programa doscientas veces para cada uno de los tres casos menciona-
dos anteriormente, en cada caso se uso un conjunto de datos generado con diferentes
niveles de puntos at��picos. El algoritmo fue comparado con ED + SD presentado en
[9, 32], tal como se mencion�o en la secci�on 3.2.2, ED + SD usa la suma dedistancias
euclidianas como funci�on de aptitud, y se usaron los mismos par�ametros usados en [9].

Cada caso estuvo compuesto de cuatro elipses, se ejecut�o GA-RANSAC cuatro
veces. Despu�es se almacenaron los resultados y se reviso cuantas elipses fueron en-
contradas.

Se gra�caron los resultados de GA-RANSAC +F2 (segunda funci�on de aptitud)
para los tres casos de prueba, los cuales pueden verse en las �guras 5.24, 5.25 y 5.26.
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En la tabla 5.18, 5.17 y 5.19 se pueden ver los resultados y el n�umero promedio de
iteraciones para los tres casos.

Se hizo una prueba usando la segunda funci�on de aptitudF2 sin GA-RANSAC,
con la intenci�on de veri�car el desempe~no de GA-RANSAC. Se ejecut�o en un ciclo con
el n�umero de evaluaciones promedio usado en GA-RANSAC, y los resultados pueden
verse en la �gura 5.27.
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Figura 5.24: Resultados del primer caso. Las l��neas representan el promedio de elipses re-
conocidas para un conjunto de datos con cuatro elipses inmersas en diferentes niveles de

ruido.

Tabla 5.17: Resultados del algoritmoED + SD y GA-RANSAC + F2 con 200 ejecuciones
para el primer caso;m, M y �x son el m��nimo, m�aximo y promedio del n�umero de elipses

reconocidas;n es el promedio de n�umero de evaluaciones.

Caso 1 GA + F 2 Caso 1 ED + SD

% m M �x n m M �x n

0 4.00 4.00 4.00 53 1.00 1.00 1.00 353

20 4.00 4.00 3.99 74 0.00 3.00 1.78 378

40 3.00 4.00 3.92 79 0.00 4.00 1.87 380

60 2.00 4.00 3.95 83 0.00 4.00 2.09 390

80 2.00 4.00 3.87 89 0.00 4.00 1.95 390

100 2.00 4.00 3.84 90 0.00 4.00 2.02 389
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Figura 5.25: Resultados del segundo caso. Las l��neas representan el promedio de elipses
reconocidas para un conjunto de datos con cuatro elipses inmersas en diferentes niveles de

ruido.
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Figura 5.26: Resultados del tercer caso. Las l��neas representan el promedio de elipses re-
conocidas para un conjunto de datos con cuatro elipses inmersas en diferentes niveles de

ruido.

5.3. Discusi�on

ED + SD es una buena t�ecnica pero tiene problemas con el primer caso (elipses
disjuntas), como podemos ver en la �gura 5.24. Dependiendo de los par�ametros de
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Tabla 5.18: Resultados del algoritmoED + SD y GA-RANSAC + F2 con 200 ejecuciones
para el segundo caso;m, M y �x son el m��nimo, m�aximo y promedio del n�umero de elipses

reconocidas;n es el promedio de n�umero de evaluaciones.

Caso 2 GA + F 2 Caso 2 ED + SD

% m M �x n m M �x n

0 4.00 4.00 4.00 72 4.00 4.00 4.00 344

20 3.00 4.00 3.97 72 0.00 4.00 2.98 356

40 3.00 4.00 3.97 78 0.00 4.00 3.44 391

60 3.00 4.00 3.94 79 1.00 4.00 3.31 429

80 3.00 4.00 3.97 83 1.00 4.00 3.02 449

100 2.00 4.00 3.82 88 1.00 4.00 2.87 456

Tabla 5.19: Resultados del algoritmoED + SD y GA-RANSAC + F2 con 200 ejecuciones
para el tercer caso;m, M y �x son el m��nimo, m�aximo y promedio del n�umero de elipses

reconocidas;n es el promedio de n�umero de evaluaciones.

Caso 3 GA + F 2 Caso 3 ED + SD

% m M �x n m M �x n

0 4.00 4.00 4.00 90 4.00 4.00 4.00 296

20 4.00 4.00 4.00 75 1.00 4.00 3.46 314

40 4.00 4.00 4.00 78 1.00 4.00 3.50 318

60 3.00 4.00 3.96 80 1.00 4.00 3.62 318

80 2.00 4.00 3.88 82 1.00 4.00 3.62 329

100 3.00 4.00 3.94 88 1.00 4.00 3.58 329

entrada ED + SD no se comporta bien con altos niveles de ruido y puntos at��picos, y
necesita informaci�on especi�ca sobre las elipses que busca, por otro lado GA-RANSAC
no necesita informaci�on espec���ca sobre el tama~no y las formasde las elipses.

Se us�o la segunda funci�on de aptitud, el n�umero de puntos en la elipse por unidad
de su per��metro, porque mostr�o tener mejor desempe~no pararesolver problemas m�as
comunes que las otras funciones.

GA-RANSAC obtuvo buenos resultados para los tres casos, y mostr�o ser un algo-
ritmo robusto incluso en conjuntos de datos con 100 % de ruido y puntos at��picos.
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Figura 5.27: Resultados para la heur��stica sin GA-RANSAC. Las l��neas representan el pro-
medio de elipses reconocidas por la heur��stica.
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Aplicaciones

Como se mencion�o anteriormente existen diversas aplicaciones en las que se uti-
liza el ajuste de elipses para resolver un problema, en particular en visi�on es com�un
utilizarlo porque las elipses pueden verse como una proyecci�on de unc��rculo.

Dentro de las aplicaciones de visi�on que utilizan el ajuste de elipses, el problema
calibraci�on de c�amaras puede resolverse usando c��rculos conc�entricos, los cuales en
una foto (o video dependiendo de la c�amara a calibrar) se pueden encontrar ajustan-
do elipses. A continuaci�on se explicar�an algunos m�etodos de calibraci�on de c�amaras,
entre los cuales est�a el m�etodo por medio de c��rculos conc�entricos, para mostrar una
aplicaci�on de visi�on en la que se utiliza el ajuste de elipses.

6.1. Calibraci�on de c�amaras

La calibraci�on de c�amaras es muy importante en visi�on computacional 3D a �n
de que se pueda extraer informaci�on de im�agenes 2D. Existen muchos trabajos sobre
calibraci�on de c�amaras ([34, 35, 36, 37, 33] por mencionar algunos), que utilizan di-
versos m�etodos para realizar la calibraci�on de c�amaras, los cuales se diferencian en
como se capturan los datos, o en el tipo proceso (autom�atico o manual) [38].

La calibraci�on de c�amaras consiste en determinar los par�ametros internos o intr��nse-
cos de una c�amara en particular, que son los siguientes:

Distancias focales� y �

Factor de distorsi�on u oblicuidad 


Puntos centrales del plano imagenu0 y v0

La calibraci�on de c�amaras es necesaria, para extraer informaci�on del mundo 3D
a partir de im�agenes 2D, cuya informaci�on es �util para diversas aplicaciones ya sean
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realidad aumentada, reconocimiento, reconstrucci�on 3D, seguimiento, etc. Aunque
existen t�ecnicas para inferir la informaci�on desde im�agenes captadas por c�amaras no
calibradas, a trav�es de procesos iterativos de autocalibraci�on,el proceso de calibra-
ci�on de c�amara abre la posibilidad de realizar aplicaciones efectivas en visi�on.

Cuando se tiene una imagen de un objeto en el mundo real, el objetoest�a represen-
tado en la imagen mediante p��xeles, los cuales usualmente no pueden dar informaci�on
exacta de la distancias en el mundo real del objeto, debido a las transformaciones y
proyecciones que sufri�o el objeto cuando fue capturado por la c�amara para formar
la imagen. El objeto en el mundo real est�a posicionado en un marcode referencia
mientras que el objeto en la imagen est�a en un marco de referenciadistinto. Por
consiguiente se necesita de ecuaciones para pasar de un marco de referencia a otro, y
as�� tener una relaci�on entre las coordenadas de los puntos en unespacio tridimensio-
nal (el mundo real) y las coordenadas en un espacio bidimensional (laimagen).

Como no es posible hacer la relaci�on directamente entre el marco dereferencia del
mundo real y el marco de referencia en la imagen por las restricciones que conlleva
el problema, se usa un marco de referencia intermedio, que se conoce como marco de
referencia de la c�amara. Entonces, se deben tener ecuaciones para pasar del marco de
referencia de la c�amara al marco de referencia de la imagen, y ecuaciones para pasar
del marco de referencia del mundo real al marco de referencia dela c�amara. Todo
lo anterior es equivalente a encontrar los par�ametros intr��nsecos de la c�amara, que
son los que relacionan el marco de referencia de la imagen con el marco de referencia
de la c�amara, mientras que los par�ametros extr��nsecos (rotaciones y traslaciones) son
los que relacionan el marco de referencia de la c�amara con el marcode referencia del
mundo real.

Seg�un Zhang [36] es posible clasi�car las t�ecnicas de calibraci�on dec�amaras en
dos categor��as:

Calibraci�on fotogram�etrica. Se realiza mediante la observaci�on de patrones
cuya geometr��a en el espacio 3D es conocida con un buen nivel de precisi�on.
Los patrones de calibraci�on normalmente est�an posicionados en dos o tres pla-
nos ortogonales entre ellos. En algunos casos, basta con un �unicoplano, cuya
traslaci�on es perfectamente conocida. Este tipo de calibraci�on requiere una con-
�guraci�on elaborada, pero sus resultados son e�cientes.

Autocalibraci�on. Este m�etodo se basa en el movimiento de la c�amara obser-
vando una escena est�atica, a partir de sus desplazamientos y usando �unicamente
la informaci�on de la imagen. La rigidez de la escena impone en general restric-
ciones sobre los par�ametros de c�amara. Tres im�agenes tomadas por una misma
c�amara con par�ametros intr��nsecos �jos son su�cientes paraobtener tanto los
par�ametros extr��nsecos como intr��nsecos.
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Es posible calcular los par�ametros de la c�amara directa o indirectamente depen-
diendo del m�etodo que utilicemos para hacer la calibraci�on de la c�amara, en los
m�etodos de calibraci�on fotogram�etrica se hace directamente si se conoce el centro de
la imagen, o indirectamente si no se conoce.

Existen diversos m�etodos para resolver el problema de calibraci�on de c�amaras,
como son [34] donde los autores utilizan c��rculos en el mismo plano como patr�on de
referencia, en [35, 33] los autores usan c��rculos conc�entricos como patr�on de referen-
cia, en [36] el autor utiliza planos como patr�on de referencia y en [37] los autores
utilizaban planos pero con el centro de un c��rculo como restricci�ondel problema.

A continuaci�on se describir�an algunos m�etodos para resolver elproblema de cali-
braci�on de c�amaras. Siendo el m�etodo por c��rculos conc�entricos el m�as relevante para
esta tesis, dado que utiliza ajuste de elipses para resolver el problema de calibraci�on
de c�amaras.

6.1.1. Calibraci�on de la c�amara usando planos

La calibraci�on de c�amaras usando planos, es uno de los m�etodos m�as comunes
para resolver el problema de calibraci�on de c�amaras, siendo el trabajo presentado en
[36] el m�as popular de este tipo. El m�etodo de Zhang necesita al menos 4 puntos en
el mismo plano, un patr�on com�un para realizar la calibraci�on es unacuadr��cula como
la de la �gura 6.1(a) donde tenemos 16 puntos en el mismo plano.

Para llevar a cabo la calibraci�on por este m�etodo se necesitan 3 im�agenes, como
las de la �gura 6.1.

Lo primero que se hace en el m�etodo de Zhang es calcular la homograf��a H (que
es la relaci�on que nos permite pasar del marco de referencia de la imagen al marco de
referencia de la c�amara), la cual es una matriz cuadrada de 3 x 3, yse calcula con la
siguiente ecuaci�on:

H = K [r 1; r 2; t ] (6.1)

donde K es la matriz de calibraci�on o de par�ametros intr��nsecos de la c�amara, r 1

y r 2 son las dos primeras columnas de la matriz de rotaci�onR, y t es el vector de
traslaciones.

La matriz K , est�a representada de la siguiente forma:

K =

0

@
� 
 u 0

0 � v 0

0 0 1

1

A (6.2)
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(a) Primera imagen del plano (b) Segunda imagen del plano

(c) Tercera imagen del plano

Figura 6.1: Planos para hacer la calibraci�on por el m�etodo de Zhang

dondeu0 y v0 son el centro de la imagen,� y � las distancias focales y
 el factor de
distorsi�on.

Sin perder generalidad podemos considerar� = � = f y 
 = 0 para una c�amara
con p��xeles cuadrados y sin distorsi�on.

Para calcular la matrizH se usan los puntos de las tres im�agenes y los puntos en el
mundo real, con un m�etodo por descomposici�on en valores singulares para encontrar
cada columna deH .

Despu�es se calculaK a partir de la matriz H , que son los par�ametros intr��nsecos
de la c�amara y con la cual podemos calcular la matriz de rotaci�onR y vector de
traslaci�on t , que son los par�ametros extr��nsecos de la c�amara.

En t�erminos generales, este m�etodo es bueno para calibrar c�amaras, aunque tiene
algunos detalles, como la necesidad de buscar las esquinas en los planos, lo cual usual-
mente se hace manualmente, y para procesos autom�aticos se necesita agregar un algo-
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ritmo para encontrar las esquinas. Adem�as, al no ser un m�etodode auto-calibraci�on,
se necesita agregar una peque~na modi�caci�on para que realice dicha calibraci�on.

6.1.2. Auto-calibraci�on de la c�amara usando cuboides

En [39] se presenta un m�etodo para la auto-calibraci�on de c�amaras utilizando cu-
boides como los de la �gura 6.2 y que funciona como se explica a continuaci�on.

(a) Primer cuboide (b) Segundo cuboide

Figura 6.2: Cuboides para la auto-calibraci�on

Un cuboide es un paralelep��pedo con �angulos internos de 90o, el cual podemos
parametrizar para obtener los valores del tama~no del cuboide a partir de sus lados

~� =

2

6
6
4

l1
2 0 0 0
0 l2

2 0 0
0 0 l3

2 0
0 0 0 1

3

7
7
5 : (6.3)

Los puntos en la imagenp i = [ x i ; yi ; 1]T j i =1 ;:::;8 satisfacen la ecuaci�on:

0

@
� 1x1 � 2x2 � � � � 8x8

� 1y1 � 2y2 � � � � 8y8

� 1 � 2 � � � � 8

1

A = ~X �

0

B
B
B
B
@

1 1 � � � � 1
1 � 1 � � � � 1
1 1 � � � � 1

1 1 � � � 1

1

C
C
C
C
A

(6.4)

donde ~X 2 R3x4 es la matriz de proyecci�on y de�ne al factor de escala como:

~X � M � ~� � K � [Rjt ] � ~� : (6.5)

A partir de la cual se puede derivar la siguiente ecuaci�on:

X T � K � T � K � 1 � X � � T � � (6.6)
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Despu�es se estiman los par�ametros intr��nsecos de la c�amara con la restricci�on:

! = K � T � K � 1

X T
i � ! � X j = 0

(6.7)

Al tener la matriz de par�ametros intr��nsecosK , se pueden obtener los par�ametros
extr��nsecos.

Como se dijo antes para llevar acabo este tipo de calibraci�on se necesitan cuboi-
des, en la �gura 6.2 pueden verse bloques que sirven para hacer esta calibraci�on, y
en la �gura 6.3 pueden verse los paralelep��pedos formados a partir de los par�ametros
obtenidos de la c�amara.

(a) Primer cuboide (b) Segundo cuboide

Figura 6.3: Dibujado de los cuboides a partir de los par�ametros de la c�amara

6.1.3. Calibraci�on de c�amaras usando c��rculos conc�ent ricos

En [33] se presenta un algoritmo para calibraci�on de c�amaras usando c��rculos
conc�entricos, para realizar este tipo de calibraci�on, se puede utilizar un patr�on como
el de la �gura 6.4.

Para usar el patr�on de la �gura 6.4, primero hay que obtener las elipses del patr�on.
Una manera de obtenerlas es usando un umbral1, para extraer solo el c��rculo que re-
presenta el patr�on.

1Para extraer el c��rculo se necesita que el c��rculo sea de color negro y est�e en un fondo de color
blanco, primero se convierte la imagen de color en una imagen en escalade grises. Despu�es se recorre
la imagen p��xel por p��xel y los valores menores a cierto umbral se toman como blanco, los dem�as
como negro

CINVESTAV-IPN Departamento de Computaci�on



Aplicaciones 83

Figura 6.4: Patr�on de c��rculos conc�entricos

En la �gura 6.5(a) puede observarse el c��rculo obtenido del patr�on, al cual se
aplican dos operaciones morfol�ogicas erosi�on2 y despu�es dilataci�on3, para obtener los
bordes del c��rculo restando la imagen erosionada a la imagen dilatada, los cuales pue-
den verse en la �gura 6.5(b) y forman dos elipses.

(a) Patr�on obtenido mediante umbralizaci�on (b) Bordes del c��rculo

Figura 6.5: Patr�on de c��rculos despu�es de la umbralizaci�on y la obtenci�on de sus bordes

El siguiente paso es ajustar las elipses, existen diversas formas dellevar a cabo este
paso, el primero es extrayendo y separando las elipses con alguna t�ecnica de visi�on y
despu�es ajustando cada elipse con alguno de los m�etodos presentados en el cap��tulo 3,
o de una manera m�as robusta con el m�etodo presentado en estatesis en la secci�on 4.1.

Una vez que se tienen los par�ametros de las elipses, se calcula la homograf��a, con
la que se obtiene la matriz de par�ametros intr��nsecos de la c�amara, tal como se obtuvo
en las secciones anteriores. El proceso para obtener la homograf��a es el que se detalla

2La erosi�on es el proceso de eliminar los puntos que se encuentran en el borde de un objeto,
reduciendo su �area

3La dilataci�on es el proceso de incorporar puntos en el borde de unobjeto, incrementando su
�area
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a continuaci�on.

Se deben obtener los par�ametros impl��citos de las elipses (coe�cientes en la ecua-
ci�on general de las c�onicas [a0; b0; c0; d0; e0; f 0]) a partir de los expl��citos ((a; b; xc; yc; � )),
con las siguientes ecuaciones:

a0 = a2 � sen2 � + b2 � cos2 � (6.8)

b0 = cos� � sen� � (b2 � a2) (6.9)

c0 = b2 � cos� � (� yc � sen� � xc � cos� ) � a2 � sen� � (xc � cos� � yc � cos� ) (6.10)

d0 = b2 � sen� + a2 � cos� (6.11)

e0 = b2 � sen� � (� yc � sen� � xc � cos� ) � a2 � cos� � (xc � cos� � yc � cos� ) (6.12)

f 0 = b2 � (� yc � sen� � xc � cos� )2 + a2 � (xc � cos� � yc � cos� )2 � a2 � b2 (6.13)

Con estos valores se forman las matrices de las c�onicasA1 y A2 como:

A1 =

0

@
a01 b01 c01

b01 d01 e01

c01 e01 f 01

1

A A2 =

0

@
a02 b02 c02

b02 d02 e02

c02 e02 f 02

1

A (6.14)

Se realiza el c�alculo de las inversas deA1 y A2, y se multiplica A1 por la inversa
de A2 para formar la matriz B . Se obtienen los eigenvalores deB, y se multiplican los
valores m�as cercano y alejado de la mediana de eigenvalores con la diferencia de las
inversasA � 1

1 y A � 1
2 . El valor que resulta se descompone en valores singulares [USV] y

se hace la multiplicaci�onU �
p

S, con la que se obtiene la homograf��a como se muestra
en el algoritmo 12.

Despu�es con la homograf��a se obtiene la matriz de par�ametros intr��nsecos de la
c�amara.

Este m�etodo regresa buenos resultados, sobre todo con c��rculos de radio mayor.
Tiene el problema de necesitar de un c��rculo negro en un ambiente donde no haya
m�as negros, porque otros objetos negros pueden generar ruido, que no podr�a ajustar
un m�etodo convencional, por lo que una heur��stica como la presentada en esta tesis
es una buena soluci�on.
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Algoritmo 12 C�alculo de la homograf��a
Entrada: matrices de c�onicasA1 y A2

Salida: Homograf��a H
A inv 1 = inversa(A1)
A inv 2 = inversa(A2)
B = A inv 2 � A1

e = eigenvalores(B)
m = min (abs(mediana(e) � e))
[U; S; V] = descomposicion en valores singulares(m � A inv 1 � A inv 2)
J1 = U �

p
S

m = max(abs(mediana(e) � e))
[U; S; V] = descomposicion en valores singulares(m � A inv 1 � A inv 2)
J2 = U �

p
S

H (1; 1) = J2(1; 1)
H (1; 2) = J2(1; 2)
H (1; 3) = J1(1; 1)
H (2; 1) = J2(2; 1)
H (2; 2) = J2(2; 2)
H (2; 3) = J1(2; 1)
H (3; 1) = J2(3; 1)
H (3; 2) = J2(3; 2)
H (3; 3) = J1(3; 1)
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6.2. Aplicaci�on de la calibraci�on de c�amaras en
realidad aumentada

En [31] se presenta un trabajo de realidad aumentada, donde un bloque del siste-
ma necesita la calibraci�on de c�amara para poder tener las caracter��sticas intr��nsecas
y extr��nsecas de la c�amara y as�� poder generar objetos virtuales dentro la imagen o
video, de una manera coherente. El trabajo presenta dos m�etodos de calibraci�on de
c�amara, uno con un patr�on de c��rculos en un plano y otro con c��rculos conc�entricos,
su �nalidad es construir una herramienta para la creaci�on de sistemas de realidad
aumentada con el uso de video digital.

La herramienta que se propuso consta de la captura de video, procesamiento de
los marcos de video, reconocimiento de patrones, calibraci�on de c�amaras y desplegado
de un objeto virtual. Para la captura de video en el trabajo, modi�caron la librer��a
DVGrab 4, con la que se obten��a el video por el puerto�reware .

Despu�es de tener los marcos de video, se procesaba cada marco dependiendo del
tipo de patr�on que se utilizar��a para la calibraci�on de c�amara. En caso de utilizar un
patr�on blanco y negro como el de la secci�on 6.1.3, el procedimientoera convertir el
marco a tono de grises, suavizar la imagen, detectar los bordes conmascaras de Sobel
y �nalmente binarizar el marco. En caso de utilizar un patr�on a color, solo se hace la
segmentaci�on por color del marco, el cual se explicar�a a detalle en la secci�on 6.2.1.

Una vez procesados los marcos, se extraen las �guras geom�etricas requeridas pa-
ra la calibraci�on de c�amaras (en este caso c��rculos conc�entricos que forman elipses
cuando est�an proyectados), con el algoritmo ED + SD de la secci�on 3.2.2. Despu�es
se proced��a a hacer la calibraci�on de c�amara, extrayendo los par�ametros extr��nsecos
e intr��nsecos de la c�amara.

Por �ultimo se lleva a cabo la adici�on de objetos al video, esto es, se gra�can los
objetos conOpenGL 5. Todo trabajando en una interfaz enQt 6.

6.2.1. C��rculos conc�entricos para calibraci�on de la c�a mara

Como se mencion�o en la secci�on 6.1.3, el m�etodo de calibraci�on de c�amaras se
puede realizar utilizando c��rculos conc�entricos como patr�on. Enel trabajo presentado
en [31], se usaban dos tipos de patrones por c��rculos conc�entricos, uno blanco y negro,
y otro a color como los patrones de la �gura 6.6.

4http://www.kinodv.org/
5http://www.opengl.org/
6http://qt.nokia.com/
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(a) Primer patr�on (b) Segundo patr�on

Figura 6.6: Patr�on de c��rculos conc�entricos rojo

Para procesar el patr�on se usa segmentaci�on por color, dicho color puede variar,
aunque en este caso es el rojo, el procedimiento consiste en convertir los p��xeles en
el modelo de color RGB (del inglesRed, Green, Blue) a HSI (del inglesHue, Satura-
tion, Intensity ), con lo que se extraen los objetos de un solo color en particular. El
modelo HSI, de�ne un modelo de color en t�erminos de su matiz (H), saturaci�on (S) e
intensidad (I).

Del modelo HSI solo es de inter�es los par�ametros H y S, para pasarde t�erminos
RGB a HSI se utilizan las siguientes ecuaciones:

r =
R

R + G + B
; g =

G
R + G + B

; b=
B

R + G + B
(6.15)

h =

8
<

:

cos� 1[ 0:5�[(r � g)+( r � b)]p
(r � g)2+( r � b)( g� b)

] si b � g

2� � cos� 1[ 0:5�[(r � g)+( r � b)]p
(r � g)2 +( r � b)( g� b)

] si b > g
(6.16)

s = 1 � 3 � min (r; g; b) s 2 [0; 1] (6.17)

Una vez que se tienen los par�ametros H y S del modelo HSI, se hace labinarizaci�on
de la imagen, para tener solo los objetos del color rojo (o el color que se elija). Para
binarizar se toman los p��xeles con valor de H entre 300o y 360o.

En el algoritmo 13, se puede ver el procedimiento para hacer la segmentaci�on por
color, primero obteniendo los par�ametros H y S del modelo RGB, y despu�es binari-
zando la imagen.

El resultado de la segementaci�on por color para los patrones de la �gura 6.6, se
puede ver en la �gura 6.7.
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(a) Primer patr�on (b) Segundo patr�on

Figura 6.7: Segmentaci�on de las �guras

Despu�es de obtener solo los p��xeles de los objetos de color rojo, se procede a hacer
la extracci�on de las elipses. Primero se extraen los bordes de los objetos, restando la
imagen erosionada a la imagen original, quedando solo los bordes del objeto como en
la �gura 6.8.

(a) Primer patr�on (b) Segundo patr�on

Figura 6.8: Mapa de bits obtenido para las �guras

Una vez extra��dos los bordes de los objetos, se hace el ajuste deelipses en los pun-
tos que conforman los bordes. Para realizar el ajuste, en [31], se uso ED + SD, que
como se vio en el cap��tulo 5 puede fallar en algunos casos, dependiendo del n�umero
de puntos at��picos. En la �gura 6.8(a) est�a un ejemplo de elipses con puntos at��picos,
dependiendo del fondo en donde se encuentre el patr�on es posible tener un mayor
n�umero de puntos at��picos.

ED + SD, se puede sustituir por el algoritmo propuesto en esta tesisGA-RANSAC
que es un poco m�as robusto que ED + SD, adem�as de necesitar menos par�ametros de
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Algoritmo 13 Segmentaci�on por color
Entrada: Elementos del marco en formato RGBim:R ,im:G y im:B
Entrada: Base y altura del marcobase; altura
Salida: Marco binarizadohsi

for 1  0 to base� altura do
suma  im:R [i ] + im:G[i ] + im:B [i ]
r  im:R [i ]=suma
g  im:G[i ]=suma
b  im:B [i ]=suma
if r � b then

h  cos� 1[ 0:5�[(r � g)+( r � b)]p
(r � g)2+( r � b)( g� b)

]

else
h  2 � � � cos� 1[ 0:5�[(r � g)+( r � b)]p

(r � g)2+( r � b)( g� b)
]

s = 1 � 3 � min (r; g; b)
if (h > 300&&h < 360)&&(s > 0:2) then

hsi[i ]  255
else

hsi[i ]  0

entrada relacionados con las elipses. Las elipses extra��das para lospatrones de la �-
gura 6.6 con GA-RANSAC, se pueden ver en las �guras 6.9(a) y 6.9(b)en color verde.

(a) Elipses obtenidas en la �gura 1 (b) Elipses obtenidas en la �gura 2

Figura 6.9: Elipses obtenidas con GA-RANSAC

Finalmente, con las elipses extra��das, se puede obtener la homograf��a y la matriz
de par�ametros intr��nsecos de la c�amara como en la secci�on 6.1.3.
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Conclusiones

En esta tesis se propuso el m�etodo robusto GA-RANSAC para ajustar m�ultiples
elipses en un conjunto de datos. Este m�etodo b�asicamente introduce un algoritmo
gen�etico para seleccionar el mejor subconjunto de cinco puntos, o el llamado conjunto
de consenso en RANSAC, que mejor representa a una elipse dentrode un conjunto
de puntos. Con las pruebas realizadas, se mostr�o que la propuesta presentada es m�as
robusta que el m�etodo de RANSAC + MMC y el m�etodo ED + SD presentado en [32].

En el m�etodo presentado se propusieron tres funciones de aptitud que mostraron
ser adecuadas para el problema de ajuste de elipses y robustas a los puntos at��picos.
Sin embargo, en nuestras pruebas la segunda funci�on de aptitud,que mide el n�umero
de puntos por unidad de per��metro de la elipse, mostr�o el mejor desempe~no.

La primera funci�on de aptitud propuesta {n�umero de puntos en una zona sobre el
per��metro de la elipse{ ten��a problemas pues encontraba elipses falsas que rodeaban a
las elipses correctas, mientras que la segunda funci�on de aptitud {n�umero de puntos
en la elipse{ arreglaba este problema, al tomar en cuenta el per��metro de la elipse. La
tercera funci�on de aptitud {suma de distancias de Hausdor�{ mostr�o menor desem-
pe~no en comparaci�on con las otras dos, adem�as de necesitar m�as tiempo de ejecuci�on
para resolver el problema.

El algoritmo GA-RANSAC tiene la ventaja con respecto al algoritmo ED + SD,
de no necesitar par�ametros de entrada impl��citos relacionados con las elipses, como
son los l��mites de los par�ametros de la elipse [a; b; xc; yc; � ], pues utiliza ajuste alge-
braico para calcular las elipses candidatas, en vez de proponer par�ametros aleatorios
de elipses candidatas.

El algoritmo gen�etico, se introdujo con la intenci�on de mejorar la b�usqueda de la
soluci�on. Como se mostr�o en el cap��tulo 5, haciendo la b�usquedade la soluci�on, con
una b�usqueda puramente aleatoria usando el n�umero promedio de evaluaciones que
se usaron en el algoritmo gen�etico, se obtienen resultados menose�caces que los del
algoritmo con GA-RANSAC, lo cual muestra la mejora en el desempe~no del procedi-
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miento al usar un algoritmo gen�etico.

En el trabajo se propuso un operador de b�usqueda local para elalgoritmo gen�eti-
co, con el objetivo de mejorar la b�usqueda de la soluci�on, sin embargo el operador
propuesto no mostr�o muchas mejoras y aumentaba un poco el tiempo de ejecuci�on
del programa.

Para la extracci�on autom�atica de m�ultiples elipses, se propuso elm�etodo de la
secci�on 4.4, que funciona para ciertos conjuntos de datos, aunque necesita de conoci-
miento emp��rico sobre las elipses a buscar, para dar mejores resultados.

La e�cacia del m�etodo presentado puede incrementarse para problemas espec���cos
dependiendo del contexto de aplicaci�on. La principal contribuci�on de esta tesis es la
detecci�on de m�ultiples elipses sin la necesidad de conocimiento especi�co sobre cada
elipse en los datos de entrada.

En t�erminos generales el trabajo presentado en esta tesis es unm�etodo robusto
para el ajuste de m�ultiples elipses inmersas en ruido, con resultados mejores a los
m�etodos RANSAC + MMC y ED +SD. Aunque tiene la desventaja de tener un
tiempo de ejecuci�on costoso en comparaci�on con los m�etodos deterministas para el
ajuste de elipses.

En cuanto a las aplicaciones que puede tener el algoritmo presentado, existen di-
versas aplicaciones donde puede ser utilizado. Como se mostr�o en el cap��tulo 6, una
de las utilidades que tiene el ajuste de elipses, es para la calibraci�on de c�amaras, que
a su vez tiene aplicaciones en otras �areas como lo son la realidad aumentada.

El algoritmo presentado es robusto, aunque no inmune a los puntosat��picos, por lo
cual es una buena opci�on en la calibraci�on de c�amaras por c��rculos conc�entricos. Por
otro lado es un poco costoso en t�erminos de tiempo de ejecuci�on,as�� que para apli-
caciones de tiempo real que demanden un algoritmo r�apido es mejorusar algoritmos
deterministas, sin embargo s�� es una excelente opci�on en aplicaciones que necesiten
de mayor robustez.

Este trabajo de tesis produjo el siguiente art��culo:

C�esar Cruz-D��az, Luis Gerardo de la Fraga and Oliver Sch•utze. Fitness Function
Evaluation for the Detection of Multiple Ellipses Using a Genetic Algorithm.
2011 8th International Conference on Electrical Engineering, Computing Scien-
ce and Automatic Control (CCE 2011), Merida City, Mexico, October 26 - 28,
2011, pp. 946-951.
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Trabajo a futuro

El trabajo a futuro que se puede realizar es el siguiente:

Se puede paralelizar el algoritmo, para buscar reducir el tiempo de ejecuci�on
del algoritmo, pues los algoritmos gen�eticos son altamente paralelizables.

Se puede probar la segunda funci�on de aptitud con otras heur��sticas de optimi-
zaci�on y ver si alguna resuelve el problema en un n�umero menor deevaluaciones.

El trabajo presentado puede mejorar signi�cativamente, con la integraci�on de
alguna t�ecnica de b�usqueda local especializada. Con lo cual se esperar��a una
reducci�on en el tiempo de ejecuci�on as�� como una aplicaci�on exitosa en datos
con gran cantidad de ruido y puntos at��picos.

Proponer un m�etodo para la b�usqueda autom�atica de m�ultiples elipses, m�as
efectivo que el presentado en la secci�on 4.4.

Realizar m�as pruebas con datos en circunstancias diferentes a laspresentadas.

Hacer la comparaci�on con otros m�etodos que existan para resolver el problema
de ajustes de elipses.
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