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Resumen

En la actualidad existen varios métodos deterministas para resolver problemas de op-
timizacién con ciertas caracteristicas especificas. Sin embargo, estos métodos pueden re-
sultar ineficientes e incluso inadecuados al enfrentar problemas con alta dimensionalidad,
discontinuos y multimodales. Ademads existen problemas con espacios de busqueda muy
grandes, los cuales no pueden ser resueltos en tiempo polinomial sino exponencial. En es-
tos casos es donde se justifica el uso de las técnicas llamadas heuristicas. En particular, en
esta tesis estamos interesados en las heuristicas pertenecientes a la computacion evolutiva
llamadas algoritmos evolutivos.

Los algoritmos evolutivos se han utilizado exitosamente para resolver una amplia gama
de problemas de optimizacién. Estos operan sobre poblaciones, lo cual evita que ficilmente
queden atrapados en 6ptimos locales y requieren poca informacion especifica del proble-
ma, lo cual los hace herramientas de bisqueda mas generales. La optimizaciéon mediante
cumulos de particulas (PSO) es una técnica evolutiva inspirada en el comportamiento so-
cial de las bandadas de aves.

En este trabajo presentamos dos algoritmos evolutivos basados en optimizacion me-
diante cimulos de particulas. El primero fue desarrollado para resolver problemas de op-
timizacién mono-objetivo con restricciones. El segundo estd disefiado para resolver pro-
blemas multiobjetivo sin restricciones. Ambos algoritmos utilizan un tamafio de poblacion
muy pequeflo no mayor a cinco individuos.

Las dos propuestas realizadas son evaluadas utilizando funciones de prueba estdndar.
Los resultados del algoritmo mono-objetivo con restricciones presentado en esta tesis son
comparados con respecto a tres técnicas representativas del estado del arte en el area. El
numero de evaluaciones de la funcion objetivo que nuestra propuesta requiere para alcan-
zar los Optimos globales es menor o igual que el numero requerido por las técnicas con
respecto a las cuales es comparada. Los resultados del algoritmo multiobjetivo sin res-
tricciones presentado en este trabajo se comparan con respecto al Non-dominated Sorting
Genetic Algorithm I (NSGA-II). Nuestra propuesta muestra poseer una mejor cobertura y
distribucion de las soluciones obtenidas, asi como una rapida convergencia. En la mayoria
de las funciones de prueba utilizadas, nuestro algoritmo requiere tan s6lo de 3000 evalua-
ciones de la funcién objetivo.






Abstract

Currently, there are several deterministic methods for solving optimization problems
with certain specific features. However, these methods may become inefficient and even
inappropriate when facing high-dimensional, discontinuous and multimodal problems. Fur-
thermore, there exist problems with a very large search space, which cannot be solved in
polynomial time, but require exponential time. In these cases is in which the use of the so-
called heuristic techniques is fully justified. Particularly, in this thesis we are interested in
the heuristics within evolutionary computation, which are called evolutionary algorithms.

Evolutionary algorithms have been successfully used to solve a wide variety of opti-
mization problems. They operate on a population of solutions, which avoids that they get
easily trapped in local optima, and require little specific-domain information, which makes
them more general search engines. Particle swarm optimization (PSO) is a type of evolu-
tionary algorithm inspired on the social behavior of a flock of birds.

In this work, we present two evolutionary algorithms based on PSO. The first was
developed to solve constrained single-objective optimization problems. The second was
designed to solve unconstrained multi-objective optimization problems. Both approaches
adopt a very small population size no larger than five individuals.

The two approaches developed as part of this work are validated using standard test
functions. The results of the constrained single-objective optimizer presented in this the-
sis are compared with respect to three approaches representative of the state-of-the-art in
the area. The number of evaluations of the objective function required by our proposed
approach, in order to reach the global optima, is lower or equal to those required by
the techniques with respect to which it was compared. The results of the unconstrained
multi-objective optimization approach presented in this thesis are compared with respect
to the Nondominated Sorting Genetic Algorithm Il (NSGA-II). Our proposed approach is
shown to provide a better coverage and spread of the solutions obtained, as well as a faster
convergence. In most of the test functions adopted, our proposed approach requires only
3000 objective function evaluations.
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Capitulo 1

Introduccion

Optimizacion es el proceso de obtener el mejor resultado posible bajo ciertas con-
diciones dadas. Es por ello que la optimizacién tiene una gran aplicacién no sélo en los
procesos de ingenieria sino en practicamente cualquier rama de las las ciencias. En parti-
cular, en este trabajo estamos interesados en resolver problemas de optimizacion numérica.

Los métodos de optimizacion también son conocidos como técnicas de programacion
matematica. La rama de las matemdticas que se encarga del estudio de estas técnicas junto
con los métodos para resolver problemas de toma de decisiones se conoce como investiga-
cion de operaciones [2].

Los problemas de la vida real pueden ser modelados como una o més funciones con
ciertas variables de decision. Optimizacidn entonces puede ser definida como el proceso de
obtener un valor minimo o méiximo de una funcién. Sin perder generalidad, por el principio
de dualidad se puede considerar a la optimizacién como un proceso de minimizacion. El
principio de dualidad establece que si un punto x* corresponde al valor minimo de la fun-
cion f(x), el mismo punto corresponde al valor mdximo del negativo de la funcion — f(x)

[2].

Si bien existen una gran variedad de métodos deterministas para resolver problemas
de optimizacién, no siempre es posible aplicar dichos métodos porque requieren que se
cumplan ciertas condiciones. Ademds existen problemas con espacios de busqueda muy
grandes, los cuales no pueden ser resueltos en tiempo polinomial sino exponencial. En es-
tos casos es donde se justifica el uso de las técnicas llamadas heuristicas.

La palabra “heuristica” se deriva del griego heuriskein, que significa “encontrar” o “des-
cubrir”. El significado de esta palabra ha variado histoéricamente. En [3] se define como
heuristica a una técnica que busca soluciones buenas (es decir, casi éptimas) a un costo
computacional razonable, aunque sin garantizar factibilidad u optimalidad de las mismas.
Incluso en algunos casos, ni siquiera puede determinar qué tan cerca del éptimo se encuen-
tra una solucidn factible en particular. En el presente trabajo estamos interesados en las
heuristicas llamadas algoritmos evolutivos.
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Los algoritmos evolutivos se han utilizado exitosamente para resolver una amplia gama
de problemas de optimizacion. En los ultimos afos se han desarrollado una gran cantidad
de nuevas técnicas evolutivas. Estas no solamente estén basadas en la evolucién natural sino
que algunas de ellas tratan de simular otros procesos o sistemas naturales. En particular, una
técnica evolutiva reciente en el area de los algoritmos evolutivos llamada optimizacién me-
diante cimulos de particulas (Particle Swarm Optimization, PSO por sus siglas en inglés)
ha sido aplicada satisfactoriamente en varias areas de investigacion y en aplicaciones del
mundo real. En esta tesis adoptamos esta técnica para desarrollar dos algoritmos evoluti-
vos. Ambos algoritmos utilizan un tamafio de poblaciéon muy pequefio no mayor a cinco
individuos.

A continuacidn, a manera de introduccion al tema de optimizacidn, en las siguientes
secciones se da una breve descripcion del tema.

1.1. Optimizacion global

Cuando un problema de optimizacién involucra una sola funcién objetivo, a la tarea de
encontrar la solucién 6ptima se le denomina optimizaciéon mono-objetivo u optimizacion
global [4].

El problema de optimizacién mono-objetivo puede ser definido matematicamente como
sigue:

Encontrar un vector
T=T1,2...0,

que optimice la funcion

sujeta a las restricciones:

donde:
Z es un vector de dimension n llamado vector de decision,
f(Z) es llamada funcién objetivo,
g:(Z) son las restricciones de desigualdad y,
h;(Z) son las restricciones de igualdad.
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\

Figura 1.1: Ejemplo de regiones factibles disjuntas 2 dentro de un espacio de busqueda .S

El vector de decision contiene a las variables de decision. Estas variables iran modi-
ficando sus valores a lo largo de la resolucion del problema dentro de un rango especifico,
el cual restringe a cada variable para tomar un valor dentro de un limite inferior y un limite
superior. Los limites constituyen el espacio de las variables o simplemente el espacio de
decision S. En cualquier algoritmo de optimizacion, la bisqueda se ejecuta en dicho espa-
cio.

La funcion objetivo es aquella funcion que se va a optimizar y estd definida en térmi-
nos de las variables de decision.

Si una solucidn no satisface las restricciones (igualdad y desigualdad) o los limites (in-
feriores y superiores) de las variables se dice que la solucion no es factible. En el caso
contrario, si una solucion satisface todas las restricciones al igual que también satisface los
limites de las variables, se le denomina solucion factible.

Al conjunto de todas las soluciones factibles se le conoce como region factible, y lo
denotaremos por la letra griega €2 [4]. Al contrario de lo que se pudiera pensar, al dividirse
el espacio de busqueda encontrar soluciones Optimas se vuelve una tarea ardua. Incluso
existen problemas en los cuales existen varias regiones factibles disjuntas formando islas
en las cuales los métodos pueden quedar atrapados facilmente dificultando la bisqueda de
soluciones Optimas (ver figura 1.1).

Se dice que una restriccién g() es activa cuando g(Z) = 0 en el 6ptimo. Por definicién
todas las restricciones de igualdad h (%) se consideran activas.

Aquellos problemas en los cuales no existen restricciones se denominan problemas
de optimizacion sin restricciones. A los problemas con un nimero de restricciones de
igualdad y/o desigualdad mayor a cero, se les denomina problemas de optimizacion con
restricciones. Tanto las restricciones de igualdad como las de desigualdad pueden ser li-
neales o no lineales. Si la funcion objetivo o alguna de las restricciones es no lineal, estamos
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optimo
local

optimo
global

X

Figura 1.2: Ejemplo de una funcién de una variable con un minimo local.

resolviendo problemas de optimizacion no lineal.

Cuando se optimiza una funcién, pueden existir una o varias soluciones factibles que
son soluciones minimas (o maximas) en la vecindad de algtin vector de decision las cuales
reciben el nombre de éptimo local. Si una solucién factible es minima y en todo el espacio
de busqueda no existe otra que sea mas pequefa (suponiendo minimizacion) ésta es llama-
da éptimo global (ver figura 1.2).

La soluciones denominadas minimo local y minimo global se pueden definir formal-
mente como:

Una funcion f(Z) posee un minimo local en ol € Qsi y sdlo si f(agz) < f(Z) para toda
7 a una distancia € de x'.

Es decir, existe una € > 0 tal que para toda Z que satisface ’f — xl‘ <, f(ah) < f(@).

Dada una funcion f : Q CR" — R, Q # ¢, para & € €, el valor f* 2 f(@) > —oc0
es llamado minimo global si 'y sélo siVZ € Q0 : f(z*) < f(Z).

De esta manera, f(z*) es la solucién (o soluciones) minima(s) global(les), f es la fun-
cién objetivo, y el conjunto €2 es la region factible (2 C .5).

1.1.1. Métodos clasicos de optimizacion

Existen varios métodos para resolver problemas de optimizacién con ciertas carac-
teristicas especificas. Entre ellos, podemos distinguir técnicas para resolver problemas de
optimizacion lineal, no lineal y problemas con restricciones.
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La programacion lineal es la encargada de estudiar métodos y técnicas para optimizar
problemas en los cuales todas las funciones involucradas (funcidn objetivo y restricciones)
son lineales. Existen varios métodos para resolver este tipo de problemas, pero el mas po-
pular es el método simplex. Este método se basa en la observacion de que si se encierra
el conjunto factible de un problema lineal en un especie de polihedro entonces los valores
maximos o minimos de las funciones lineales deberan de estar en un vértice [5].

Para resolver problemas no lineales existen métodos de busqueda directa como la biisque-
da de patrones (Hooke y Jeeves), el método simplex no lineal (Nelder Mead) o el método
de direcciones conjugadas (Powell) [6]. También existen métodos de biisqueda indirectos
llamados métodos de gradiente como el descenso empinado (Cauchy) y el gradiente con-
jugado (Fletcher y Reeves) [2].

Dos métodos comtinmente utilizados para resolver problemas de optimizacién no lineal
con restricciones son los multiplicadores de Lagrange y las funciones de penalizacion.lLos
multiplicadores de Lagrange proporcionan un conjunto de condiciones necesarias de opti-
malidad, convirtiendo el problema con restricciones en un problema equivalente sin restric-
ciones (funcioén Lagrangiana) agregando ciertos parametros (multiplicadores de Lagrange)
los cuales son tratados como variables pudiendo formar un sistema de ecuaciones [7]. Por
su parte, la idea de utilizar funciones de penalizacion para resolver problemas de optimiza-
cion con restricciones también es transformar dicho problema en uno sin restricciones. Las
funciones de penalizacion se clasifican en [8]: penalizacion interior y penalizacion exte-
rior. En la primera se requiere de soluciones factibles al inicio de la biisqueda. Este tipo de
métodos tratan de guiar la busqueda dnicamente dentro de la zona factible, pues el factor
de penalizacién extingue a las soluciones que no son factibles durante la busqueda. Por su
parte, la penalizacion exterior se permiten soluciones que no son factibles al inicio de la
busqueda y tratan de guiar la busqueda hacia la zona factible. Lamentablemente, todas estas
funciones requieren un ajuste fino del factor de penalizacion el cual depende del problema.

Sin embargo, como se comentd anteriormente, no siempre es posible aplicar dichos
métodos. Por ejemplo, algunos métodos requieren que las funciones sean continuas o de-
rivables. Otros necesitan que los sistemas de ecuaciones que se forman tengan solucién y
algunos mas requieren de entrada una solucién inicial factible.

1.2. Optimizacion multiobjetivo

Los problemas del mundo real generalmente involucran a més de una funcién objetivo.
A la tarea de buscar una o més soluciones dptimas para este tipo de problemas se le conoce
como optimizacion multiobjetivo [4]. La optimizaciéon multiobjetivo se encarga entonces
de resolver problemas en los cuales se requiere optimizar simultineamente un conjunto de
funciones objetivo que normalmente se encuentran en conflicto unas con otras, es decir,
mejorar una funcién implica deteriorar el desempefio de otra u otras. Tal como sucede en
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el problema de optimizacién mono-objetivo, pueden existir también un numero de restric-
ciones que las soluciones deben satisfacer.

Podemos definir mateméaticamente al problema de optimizacién multiobjetivo como:
Encontrar un vector

T
que satisfaga las m restricciones de desigualdad:

las p restricciones de igualdad:

y optimice el vector de funciones objetivo:

—

f(@) = [11(@), f2(2), ..., fu(T)]

Al igual que en la optimizacién mono-objetivo, las restricciones de igualdad y desigual-
dad determinan la region factible del problema y un punto & que se encuentre en dicha
region define una solucién factible.

Una de las diferencias mas notables entre la optimizacion mono-objetivo y la optimi-
zacion multiobjetivo consiste en que en la segunda las funciones objetivo constituyen un
espacio multidimensional 1lamado espacio de los objetivos. Es decir, para cada solucién
en el espacio de decision (variables) existe un punto en el espacio de los objetivos. Aunque
los espacios estan relacionados por un mapeo entre ellos, dicho mapeo es normalmente
altamente no lineal y las propiedades de los dos espacios (decision y objetivos) no son si-
milares. Por ejemplo, dos soluciones cercanas en un espacio no necesariamente lo estdn en
el otro.

Existen tres tipos de problemas multiobjetivo [9] segin su planteamiento:

= Aquellos en que se requiere minimizar todas las funciones objetivo.
= Aquellos en que se requiere maximizar todas las funciones objetivo.

= Aquellos en que se requiere minimizar algunas funciones y maximizar otras.

Sin embargo, para simplificar el problema, también se puede aplicar el principio de
dualidad para convertir los problemas de maximizacién en problemas de minimizacion, o
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viceversa.

Si todas la funciones objetivo y las restricciones son lineales, el problema es llamado
problema multiobjetivo lineal. Sin embargo, si una de las funciones objetivo o restriccio-
nes es no lineal, el problema es denominado problema multiobjetivo no lineal.

Al presentarse mas de una funcidn objetivo, dichas funciones pueden ser conmesura-
bles (si estan expresadas en las mismas unidades) o no conmesurables (cuando se expresan
en unidades diferentes).

1.2.1. Optimalidad de Pareto

Al resolver problemas de optimizacion multiobjetivo, la nocién de Optimo cambia.
Mientras los problemas de optimizacién mono-objetivo tienen una solucién 6ptima uni-
ca, los problemas de optimizacion multiobjetivo normalmente presentan un conjunto de
soluciones, las cuales al ser evaluadas, producen vectores cuyos componentes representan
los mejores compromisos posibles en el espacio de las funciones objetivo [9]. En 1881,
Francis Ysidro Edgerworth propuso una definicién de 6ptimo que precisamente se refiere
a la obtencidon de este tipo de compromisos. Poco tiempo después Vilfredo Pareto genera-
liz6 esta nocion que hoy se conoce como “Optimo de Pareto” [10]. Formalmente, se puede
definir un 6ptimo de Pareto se la manera siguiente:

Un vector de variables de decision T+ € §) (donde §) es la zona factible) es un dptimo
de Pareto si para cada @ € QeI = {1,2,.... kY, Vies(f;(x%) < f;(T)) y existe al menos
una j € I tal que f;(z%) < f;(7).

Es necesario sefalar que existirdn varios optimos en un problema multiobjetivo sélo
si los objetivos se encuentran en conflicto entre ellos; de lo contrario la cardinalidad del
conjunto de 6ptimos es uno [4], aunque la ausencia de conflictos entre los objetivos ocurre
muy escasamente en la practica.

De acuerdo con la definicion de 6ptimo de Pareto, se obtendra entonces un conjunto de
soluciones denominado conjunto de optimos de Pareto. Al vector correspondiente a cada
solucién incluida en dicho conjunto se le denomina no dominado. Mateméticamente, se
define entonces la relaciéon de Dominancia de Pareto como:

Un vector W = (uy, ..., u;) se dice que domina a otro v = (vy, ..., v},) (denotado por
U = U) si 'y solo si u es parcialmente menor a v, es decir Vi € {1,2, .., k},u; < v; A Ji €
{1, 2, k} U, < ;.

Es decir, para que una solucién domine a otra, no debe ser peor en ninguno de los
objetivos y debe ser estrictamente mejor en al menos uno de ellos. Por tanto, dadas dos



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION
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Figura 1.3: Relacién de dominancia de Pareto

soluciones p y q existen tres posibilidades:
= ¢ domina a p.
= p domina a q.
= p es no dominada con respecto a q.

En la figura 1.3 se puede apreciar que la solucién ¢ domina a cualquier solucién situada
en el cuadrante II pero las soluciones en los cuadrantes I y III son no dominadas con res-
pecto a q. Cualquier solucion en el cuadrante IV domina a q.

La relacién de dominancia posee las siguientes propiedades [11]:

= Reflexion : No es reflexiva debido a que una solucién no se puede dominar a ella
misma.

= Simetria: No es simétrica dado que no es posible que una solucién p que domine a
otra solucién ¢ implique que ¢ domine a p. En realidad si p domina a ¢, entonces p
es no dominado por gq.

= Anti-simétrica: Dado que la relacién de dominancia no es simétrica, no puede ser
anti-simétrica.

= Transitiva: La relacion de dominancia es transitiva, es decir si p domina a q y ¢
domina a r entonces p domina a r.

Cabe senalar que si una solucién p no domina a ¢ esto no implica que ¢ domine a p.
Como la relacién de dominancia es transitiva pero no es reflexiva y no es antisimétrica,
entonces no es una relacion de orden parcial por lo tanto la relacion de dominancia es un
orden parcial estricto.
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\

> Soluciones dominadas
O Soluciones no dominadas

= Frente de Pareto

Figura 1.4: Ejemplo de soluciones no dominadas para dos funciones objetivo

El conjunto de 6ptimos de Pareto se puede definir como:
Dado un problema de optimizacion multiobjetivo f (x), el conjunto de dptimos de Pa-
reto P* se define como P* := x € Q|-3x" € Qf(z") < f(2).

Es decir, dado un conjunto de soluciones, el conjunto de dptimos de Pareto lo constitu-
yen todas las soluciones no dominadas.

Dado un problema de optimizacion multiobjetivo f () y un conjunto de éptimos de
Pareto P*, el frente de Pareto (/' P*) se define como:

—

FpP={u=f=][fi(x),.. fu(z)]|x € P}

En general, no es posible encontrar una expresion analitica de la linea o superficie que
contenga a dichos puntos, para un problema arbitrario. El procedimiento normal para gene-
rar el Frente de Pareto es obtener los puntos factibles Q2 y su f(€2) correspondiente. Cuando
hay un namero suficiente de ellos, es entonces posible determinar los puntos no dominados
y producir el Frente de Pareto (ver figura 1.4).

Cuando se resuelven problemas de optimizacion multiobjetivo se persiguen principal-
mente dos metas:

1. Encontrar un conjunto de soluciones tan cercanas como sea posible al conjunto de
Optimos de Pareto.

2. Encontrar un conjunto de soluciones tan diversas como sea posible.
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Es decir, ademads de alcanzar el conjunto de 6ptimos de Pareto, las soluciones también
deberén de estar bien distribuidas.

1.2.2. Métodos clasicos de optimizacion multiobjetivo

Cohon y Marks [12] clasifican las técnicas cldsicas de optimizacion multiobjetivo en a
priori, a posteriori y progresivas.

En las técnicas a priori las preferencias son dadas antes de que la técnica comience
la busqueda. Incluye a aquellos enfoques los cuales presuponen que ciertas tareas pueden
ser ejecutadas por el tomador de decisiones antes de comenzar la bisqueda. Entre estos
métodos se encuentran el lexicografico, la programacion por metas y el método min-max.

El método lexicogrdfico consiste en ordenar las funciones objetivo de acuerdo a su im-
portancia. Después, se minimiza primero la funcién objetivo mas importante y se continta
con el ordenamiento pre-establecido. En la programacion por metas el tomador de decisio-
nes asigna las metas que desea satisfacer por cada objetivo. Estas se incorporan al problema
como restricciones por lo que la funcidn objetivo intenta minimizar las desviaciones de ca-
da funcion objetivo con respecto a las metas establecidas para cada uno de ellos. El método
min-max trata de minimizar las desviaciones relativas méximas con respecto a diferentes
minimos que son obtenidos optimizando cada objetivo por separado.

Las técnicas a posteriori realizan la busqueda antes de realizar la toma de decisiones.
Es decir, estas técnicas no requieren informacion preliminar sobre las preferencias del to-
mador de decisiones. Dos métodos muy populares son el método de restricciones € y el
método de las sumas ponderadas.

El método de restricciones e consiste en fijar un objetivo y restrigir los objetivos res-
tantes dentro de un valor e especificado por el usuario. Este método funciona sin importar
la forma del frente de Pareto, pero se requiere un analisis previo para obtener los rangos
de variacion del frente de Pareto, lo cual requiere varias optimizaciones mono-objetivo.
Ademas que el nimero de evaluaciones de la funcién objetivo que el método requiere es
elevado.

El método de las sumas ponderadas escala un conjunto de objetivos en un solo objetivo
multiplicando cada uno de ellos por un peso proporcionado por el usuario. Este método
garantiza encontrar soluciones en todo el conjunto de 6ptimos de Parteo sélo si el frente
de Pareto es convexo. Ademads la asignacién de los valores de los pesos no es trivial y este
problema se agudiza confirme aumenta la cantidad de funciones objetivo.
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Las técnicas progresivas incorporan la bisqueda y la toma de decisiones. Estas técni-
cas generalmente siguen tres pasos : 1) obtener una solucién no dominada, 2) interactuar
con el tomador de decisiones y modificar las preferencias con base en esa solucion y 3)
repetir los pasos anteriores hasta que el tomador de decisiones esté satisfecho o hasta que
ya no sea posible obtener mejoras.

A pesar de que existen una gran variedad de métodos deterministas para resolver pro-
blemas de optimizacién multiobjetivo, estos métodos pueden resultar ineficientes e incluso
inadecuados al enfrentar problemas con alta dimensionalidad, discontinuos, multimodales
y/o NP-completos [9]. Por esta razon, se han desarrollado algunas alternativas como los
métodos heuristicos tales como el Recocido Simulado [13], la Buisqueda Tabu [14] y la
Computacién Evolutiva [15] (en la cual estamos interesados en este trabajo y de la cual
daremos detalles en el siguente capitulo). La Bisqueda Tabu al igual que los algoritmos
evolutivos son realmente una meta-heuristica, porque es un procedimiento heuristico que
debe acoplarse a otra técnica que actua como motor de busqueda. Si bien algunas de es-
tas técnicas eventualmente encuentran un optimo, no se puede garantizar que encontraran
siempre la solucion 6ptima.

1.3. Organizacion de la tesis

El resto del presente documento se describe brevemente a continuacion.
Capitulo 2. Introduccién a la Computacién Evolutiva

En este capitulo se proporciona una pequefia introduccién a la computacion evolutiva,
asi como una breve descripcion de los paradigmas que pertenecen a ésta. Se presentan al-
gunas técnicas evolutivas multoibjetivo consideradas dentro del estado del arte en el area.
Ademas, se introduce la técnica de optimizacion mediante cimulos de particulas, que es la
heuristica evolutiva adoptada en esta tesis.

Capitulo 3. Propuesta de Optimizacion Mediante Cumulos de Particulas en Espacios
Restringidos

En este capitulo se describe nuestra propuesta para resolver problemas de optimizacion
mono-objetivo con restricciones. También se muestran los resultados obtenidos al compa-
rar nuestra propuesta con respecto a tres técnicas elegidas dentro del estado del arte en el
area.

Capitulo 4. Propuesta de Optimizacion Multiobjetivo Mediante Cimulos de Particulas

En este capitulo se describe nuestra propuesta para resolver problemas de optimizacion
multiobjetivo. Se describen las medidas de desempefio utilizadas para medir el rendimien-
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to de nuestra propuesta. También se muestran los resultados obtenidos al comparar nuestra
propuesta con respecto al algoritmo elegido dentro del estado del arte en el area.

Capitulo 5. Conclusiones y Trabajo Futuro

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones con base en los resultados
obtenidos por los algoritmos desarrollados en esta tesis. Se mencionan también algunas
ideas o lineas de investigacion interesantes para continuar con los temas abordados en este
documento.

Apéndice A. Funciones de Prueba con Restricciones

En este apéndice se proporcionan las funciones de prueba para problemas de optimi-
zacion con restricciones utilizadas para comparar a nuestra propuesta con respecto a los
algoritmos elegidos dentro del estado del arte en el drea.

Apéndice B. Funciones de Prueba Multiobjetivo

En este apéndice se proporcionan las funciones de prueba para problemas de optimiza-
cién con multiobjetivo utilizadas para comparar a nuestra propuesta con respecto al algo-
ritmo elegido dentro del estado del arte en el area.

Apéndice C. Frentes de Pareto Obtenidos por Nuestro Micro-MOPSO

Por dltimo, en este apéndice se presentan los frentes de Pareto obtenidos por nuestra

propuesta de las funciones de prueba que se utilizaron para validar el algoritmo multiobje-
tivo propuesto.



Capitulo 2

Introduccion a la Computacion
Evolutiva

El término Computacion Evoutiva (CE) es usado para describir al campo de inves-
tigacion que concierne a las técnicas heuristicas inspiradas en los principios de la teoria
Neo-Darwiniana de la evolucién natural. Dichas técnicas reciben el nombre de Algorit-
mos Evolutivos (AEs) [16].

2.1. Neo-Darwinismo

El paradigma conocido como neo-darwinismo estd basado en la combinacion de la
teoria evolutiva de Darwin junto con el principio de seleccion de Weismann y la teoria
genética de Mendel [1].

La teoria de la evolucion de Charles Darwin ofrece una explicacion de la diversidad
bioldgica. Esta teoria se basa en dos piedras angulares: la primera es la seleccion natural
en la cual dado un medio ambiente se favorece a aquellos individuos que compiten por
los recursos limitados, es decir, se adaptan mejor a las condiciones del medio ambiente.
Este fendmeno es conocido como la ley del mds apto. La segunda piedra angular se refie-
re al hecho de que existen pequeios cambios fisicos y de comportamiento, los cuales son
hereditarios y afectan directamente el desarrollo del individuo en su medio ambiente. Ca-
da individuo representa una combinacién tnica de caracteristicas fenotipicas (fisicas) que
son evaluadas por el medio ambiente. Si dichas caracteristicas resultan favorables, éstas
se propagan a través de sus descendientes; de lo contratio, son descartadas. Darwin conci-
bi6 también que existen pequefios cambios aleatorios (mutaciones) que ocurren durante la
reproduccion, creando individuos con nuevas caracteristicas. Estos nuevos individuos tam-
bién son evaluados en el medio ambiente, es decir, los mejores sobreviven y se reproducen;
por lo tanto, evolucionan [17].

El principio de seleccion de Weismann se basa en la teoria del germoplasma. Weismann

13
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propuso que la informacion hereditaria se transmite a través de ciertas células llamadas ger-
minales, mientras que otras llamadas somadticas no pueden transmitir nada.

La teoria genética de Mendel se basa en un conjunto de reglas o leyes relacionadas con
la transmision de caracteristicas hereditarias de un organismo padre a sus descendientes.

A los individuos podemos verlos como entidades duales. Es decir, sus propiedades fe-
notipicas (rasgos especificos tales como caracteristicas fisicas y de comportamiento) son
representadas en un nivel bajo por su genotipo (composicion genética). Los genes son las
unidades funcionales de la herencia. Los genes de un organismo estdn agrupados en cro-
mosomas (los seres humanos tenemos 46) los cuales son los responsables de la transmision
de la informacién genética. Al lugar que ocupa un gen en un cromosoma se le llama alelo.

El Neo-Darwinismo establece que la historia de la mayoria de la vida en nuestro pla-
neta puede ser explicada a través de un puiiado de procesos estocdsticos que actiian sobre
y dentro de las poblaciones y especies [18]. Estos procesos son: reproduccion, mutacion,
competencia 'y seleccion.

» La reproduccion es una propiedad inherente a todas las especies la cual permite la
formacion de nuevos organismos. La reproduccion se logra a través del paso de la
informacion genética de los individuos a sus descendientes. La reproduccion puede
ser sexual o asexual.

= La mutacion es una pequefia alteraciéon o cambio en la informacién genética en el
momento que es transmitida en la reproduccion. La unica unidad genética capaz de
mutar es el gen. La mutacion estd garantizada en cualquier sistema que se reproduce
y se encuenta en equilibrio.

= Como sabemos nuestro planeta consta de un espacio finito con recursos naturales
limitados. Por lo tanto, se garantiza la competencia entre las especies por su supervi-
vencia y crecimiento.

= La seleccion es el resultado de la competencia entre individuos y las especies por
los recursos limitados. La seleccidn sexual se refiere al proceso en el cual machos y
hembras de una especie determinan (seleccionan) a su pareja para reproducirse.

De esta manera, la evolucion surge como el resultado de la interaccion de estos procesos
estocdsticos entre las poblaciones, generacion tras generacion. El neo-Darwinismo afirma
que la seleccion natural es la fuerza evolutiva predominante, la cual condiciona las cara-
teristicas fenotipicas de los organismos en la mayoria de las situaciones que toman parte en
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Tabla 2.1: Planteamiento bésico de un problema de optimizacién con la evolucién natural

] Problema de Optimizacion | Evolucién natural \

Problema Medio ambiente
Candidato a Solucion Individuo
Calidad de la solucién Aptitud

la naturaleza.

La aptitud de un individuo es una medida indirecta ya que estd en funcién del desarrollo
de dicho individuo en comparacién con los demds; es decir, su posibilidad de sobrevivir y
reproducirse en un ambiente particular.

La evolucion natural puede verse entonces como un problema de optimizacion donde
la finalidad es adaptar a los mejores individuos a su ambiente (ver tabla 2.1).

2.2. Algoritmos evolutivos

Los Algoritmos Evolutivos (AEs) se han utilizado exitosamente para resolver una am-
plia gama de problemas de optimizacion [19]. El éxito de estas técnicas se debe a sus
caracteristicas dentro de las cuales se encuentran las siguientes: no necesitan conocimien-
tos especificos sobre el problema a resolverse, operan sobre poblaciones, lo cual evita que
facilmente queden atrapadas en 6ptimos locales, requieren poca informacién especifica del
problema, lo cual los hace herramientas de busqueda mas generales.

Los principales componentes de un AE [17] son:

1. Representacion (definicion de los individuos)
2. Funcidn de evaluacion (funcion de aptitud)
3. Poblacién

4. Mecanismo de seleccion de padres

5. Operadores de recombinacién y mutacion

6. Mecanismo de supervivencia

El primer paso para definir un AE es establecer un puente entre el contexto original del
problema y el espacio de soluciones. Los objetos que forman posibles soluciones son refe-
renciados por el fenotipo, mientras que su codificacion es realizada por el genotipo. Cabe
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mencionar que se debe de establecer un mapeo (relacion) entre el fenotipo y el genotipo.
Por ejemplo, dado un problema de optimizacién con nimeros enteros, el conjunto de los
enteros puede formar el conjunto de fenotipos. Sin embargo, se puede utilizar un c6digo
binario para la representacion del genotipo (evidentemente, en este caso requeririamos un
mapeo adecuado entre estos dos espacios, el binario y el de los enteros).

La funcién de evaluacion representa la tarea a resolver por la técnica evolutiva emplea-
da. Tipicamente, esta funcion estd compuesta por una medida de calidad en el espacio del
fenotipo. En CE, la funcidn de evaluacion es denominada funcién de aptitud. En los AEs, al
resolver un problema de optimizacidn, la funcidn de evaluacidn (o aptitud) es generalmente
la funcion objetivo o una simple transformacion de ella.

La funcién de la poblacion en un AE es mantener distintas soluciones posibles a un pro-
blema. Simultdneamente, los operadores de seleccion (seleccidn de padres y mecanismo de
supervivencia) se llevan a cabo a nivel de la poblacién. La diversidad de una poblacién es
medida con base en el numero de soluciones diferentes que estan presentes en dicha pobla-
cion. El efecto de perder rdpidamente diversidad en la poblacion y quedar atrapado en un
optimo local es conocido como convergencia prematura.

El papel de la seleccion de padres es distinguir a los individuos con base en su calidad
relativa (es decir, con respecto al resto de la poblacién actual), a fin de permitir que los
mejores generen descendientes. En CE, la seleccion es tipicamente probabilistica.

Los operadores de recombinacién y mutacidn tienen como objetivo crear nuevos indivi-
duos a partir de los actuales. En CE, la mutacién siempre es estocdstica. La recombinacién
o cruza, mezcla informacién de los padres a nivel del genotipo para crear descendientes.
La idea de la recombinacion es simple: dados dos individuos con diferentes caracteristicas
(deseables), se busca producir descendientes que combinen las caracterisicas favorables de
dichos padres.

El mecanismo de supervivencia distingue a los individuos de la poblacién con base en
su aptitud. Suele adoptarse un tamafio de poblacion constante en los AEs, por lo que se
requiere realizar una seleccion de los individuos (poblacion actual y descendientes) que
sobreviviran a la siguiente generacion.

2.3. Paradigmas de la computacion evolutiva

La Computacion Evolutiva engloba tres paradigmas principales [20] que colectivamen-
te son conocidos como Algoritmos Evolutivos (AEs):

= Programacion evolutiva.

= Estrategias evolutivas.
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= Algoritmos genéticos.

2.3.1. Programacion evolutiva

La Programacion Evolutiva (PE) fue propuesta por Lawrence J. Fogel en los 1960s
para resolver problemas de prediccion de secuencias de simbolos haciendo uso de un ope-
rador de mutacion para generar maquinas de estados finitos [1].

Fogel propuso la programacion evolutiva para disefiar automaticamente maquinas de
estados finitos de la siguiente manera (ver figura 2.1):

1. Una poblacién de maquinas de estados finitos es inicializada aleatoriamente con me-
moria limitada de acuerdo al nimero maximo de estados.

2. Estas méquinas son expuestas a una secuencia de simbolos definidos como medio
ambiente.

3. Los padres existentes son mutados para crear una maquina hijo.

4. Los padres y el hijo son evaluados de acuerdo a qué tan bien predicen el siguiente
simbolo de la secuencia de simbolos conocida.

5. La mejor mitad de estas maquinas es seleccionada para conformar el conjunto padres
en la siguiente iteracion.

6. Si se requiere, la mejor maquina es usada para predecir el siguiente simbolo y el
simbolo actual es agregado al conjunto de datos conocido.

7. El proceso se repite hasta cumplir una cierta condicion de paro.

En la PE, la inteligencia se ve como un comportamiento adaptativo. Este tipo de AE
enfatiza los nexos de comportamiento entre padres e hijos y es una abstraccion de la evo-
lucidn a nivel de las especies, por lo que no utiliza operadores de recombinacion (especies
distintas, no se recombinan) y hace uso de una seleccion probabilistica. Un algoritmo basi-
co de la PE se muestra en el algoritmo 1.

2.3.2. Estrategias evolutivas

Las Estrategias Evolutivas (EE) fueron desarrolladas en 1964 por Ingo Rechenberg y
Hans-Paul Schwefel quienes eran estudiantes de doctorado en la Universidad Técnica de
Berlin. En la version original de esta técnica, la poblacion consistia de un solo individuo
y con éste se generaba un solo hijo (1+1)-EE, el cual se mantenia sélo si era mejor que el
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Figura 2.1: Diagrama de flujo de la programacién evolutiva propuesta originalmente por Lawrence
J. Fogel [1]

Algoritmo 1: Algoritmo bdasico de la programacion evolutiva
Entrada: Poblacién inicial, nimero de generaciones, porcentaje de mutacion
Salida: Poblacién evolucionada
begin
Generar una poblacién inicial
Evaluar la poblacion inicial
repeat
Aplicar un operador de mutacién
Evaluar poblacion actual

Realizar la seleccion
until Cierta condicion
end
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padre [15].

Rechenberg desarroll6 una regla tedrica para ajustar la mutacién tomando en cuenta la
desviacion estandar de forma tal que el algoritmo pudiera converger al 6ptimo global. Esta
regla es conocida como “la regla de éxito 1/5” y dice que la razén de mutaciones exitosas
con respecto al total de las mutaciones realizadas debe ser exactamente 1/5. Si es mayor,
debe incrementarse la desviacion estandar y si es menor, debe decrementarse.

Posteriormente, Rechenberg introdujo el concepto de poblacién al proponer una EE en
la cual hay p padres y se genera un solo hijo (x + 1)-EE. A su vez, Schwefel propuso otra
estrategia en la cual hay p padres que generan A hijos: (it + \)-EE y (i, A\)-EE. En el primer
caso, los mejores y individuos de la union de los padres e hijos sobreviven a la siguiente
generacion mientras que en el segundo los mejores 1 hijos son los que sobreviven y enton-
ces A > .

Algunas caracteristicas de las estrategias evolutivas [17] son:

Suelen ser recomendables para optimizacion de pardmetros continuos.

Enfatizan el papel de la mutacion sobre el de la recombinacion.

La mutacién es implementada agregando ruido Gaussiano.

Los parametros de la mutacion se auto-adaptan durante la ejecucion del algoritmo.

Las estrategias evolutivas simulan el proceso evolutivo a nivel de los individuos, por lo
que es posible la recombinacién, aunque ésta es un operador secundario. En las EE se usa
normalmente una seleccion deterministica. Un algoritmo bésico de las EE se muestra en el
algoritmo 2.

Una de las principales contribuciones de las EE al campo de la CE es la auto-adaptacion.
En la auto-adaptacion se evolucionan tanto las variables del problema como los parametros
requeridos por la técnica.

2.3.3. Algoritmos genéticos

Los Algoritmos Genéticos (AG) fueron desarrollados por John Holland a principios
de los 1960s en la Universidad de Michigan [19]. La finalidad de su trabajo consistié en
explicar el proceso adaptativo en los sistemas naturales y disefar un sistema artificial el
cual pudiese retener los mecanismos mds importantes de los sistemas naturales.

Un algoritmo genético incluye tres tipos de operadores [21]: seleccion, recombinacion
y mutacion. El operador principal es la cruza sexual, el operador secundario es la mutacion
y utiliza seleccion probabilistica. Un AG consta de cinco componentes basicos:
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Algoritmo 2: Algoritmo bésico de las estrategias evolutivas
Entrada: Poblacién inicial, nimero de generaciones
Salida: Poblacion evolucionada
begin
Generar una poblacion inicial
Evaluar la poblacion inicial

repeat
Aplicar un operador de mutacién

Aplicar Recombinacion
Evaluar poblacién actual

Realizar Seleccion
until Cierta condicion
end

= Una representacion de las soluciones potenciales del problema.

= Una forma de crear una poblacidn inicial de soluciones posibles (normalmente un
proceso aleatorio).

= Una funcién de evaluacion que juegue el papel del ambiente, clasificando las solu-
ciones con base en su aptitud.

= Operadores genéticos que alteren la composicion de los descendientes que se produ-
cirdn para las préximas generaciones.

= Valores para los diferentes pardmetros que utiliza el algoritmo.

El algoritmo 3 corresponde a un algoritmo genético basico.

Un algoritmo genético simple “SGA” utiliza una representacion binaria, emplea una se-
leccién proporcional, implementa el operador de recombinacién llamado cruza de un punto
y hace uso de una mutacién por intercambio de bits. En la representacién binaria, cada cro-
mosoma es representado por una cadena de ceros y unos (ver figura 2.2). La seleccion
proporcional elige individuos de acuerdo a su contribucion de aptitud con respecto al total
de la poblacion. La cruza de un punto funciona eligiendo un nimero aleatorio n dentro del
rango [0, [ —1] (donde [ es el tamafo de la cadena binaria) y luego partiendo ambas cadenas
binarias de padres en ese punto para crear dos hijos intercambiando las subcadenas de los
padres formadas por los tltimos [ — n bits (ver figura 2.3). En la mutacién por intercambio
de bits, cada gen (bit) tiene una probabilidad de intercambiar su valor (si el valor actual es
0 cambia a 1 y viceversa) (ver figura 2.4).

El SGA se puede modelar mateméticamente utilizando cadenas de Markov [22]. Se ha
demostrado que para converger al 6ptimo global se requiere mantener intacto al mejor in-
dividuo de cada generacion. A este proceso se le conoce como elitismo [23].
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Algoritmo 3: Algoritmo genético basico
Entrada: Poblacion inicial, nimero de generaciones, porcentaje de mutacion,
Salida: Poblacion evolucionada

begin
Generar una poblacion inicial
Evaluar la poblacion inicial

repeat
Seleccionar padres
Aplicar un operador de recombinacion
Aplicar un operador de mutacién
Evaluar poblacion actual

Realizar seleccion
until Cierta condicion
end

Cromgsoma
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Figura 2.2: Ejemplo de la representacion binaria de un cromosoma en un AG

Figura 2.3: Ejemplo de cruza de un punto en un AG

Figura 2.4: Mutacién por intercambio de bits en un AG
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2.3.4. Nuevas técnicas evolutivas alternativas

Una gran cantidad de nuevas técnicas se han disefiado en los tltimos afios. Estas no
solamente estidn basados en la evolucién natural sino que algunas de ellas tratan de simu-
lar otros procesos o sistemas naturales. Como ejemplo podemos mencionar a la Evolucién
Diferencial (ED) [24], el Sistema Inmune Artificial (SIA) [25] y la Optimizacién mediante
Camulos de Particulas [26] (PSO, por sus siglas en inglés). En la seccién 2.5 se dan més
detalles del funcionamiento del PSO, que es la técnica adoptada en esta tesis.

2.4. Algoritmos evolutivos multiobjetivos

La primera implementacion de un algoritmo evolutivo multiobjetivo fue hecha por
Schaffer en su tesis doctoral a mediados de los 1980s. Schaffer propuso el denominado
Vector Evaluated Genetic Algorithm (VEGA) [27].

Dentro de los algoritmos evolutivos empleados para resolver problemas de optimiza-
cién multiobjetivo podemos distinguir dos tipos de técnicas:

= Técnicas no basadas en la jerarquizacion de Pareto.

= Técnicas basadas en la jerarquizacion de Pareto.

Las técnicas no basadas en la jerarquizacion de Pareto no incorporan de manera direc-
ta el concepto de dominancia de Pareto. Uno de los algoritmos méds populares es el VEGA.
Como se menciond anteriormente, este método fue propuesto por Schaffer en 1984 [27] y
consiste basicamente en un algoritmo genético simple que usa un mecanismo de seleccion
diferente. En cada generacion, para un problema con £ objetivos, se crean k subpoblaciones
de tamano M /k (M es el nimero de individuos o tamafo de poblacién). Cada subpoblacion
utiliza una de las k& funciones objetivo para la asignacion de aptitud y se aplica seleccion
proporcional. Después, las subpoblaciones son mezcladas con el fin de obtener una nueva
poblacién del mismo tamaiio M. Por ltimo el algoritmo genético aplica los operadores de
recombinacion y mutacién. VEGA tiene varias desventajas. La principal es que se opone
al concepto de dominancia de Pareto, pues un individuo que represente una buena solucién
compromiso serd desechado si ésta no es la mejor para alguna de las funciones objetivo.

Como su nombre lo indica, las técnicas basadas en jerarquizacion de Pareto poseen
un esquema de seleccién basado en el concepto de dominancia de Pareto. Histéricamente,
se pueden identificar dos generaciones. A continuacidn se dan algunas caracteristicas y los
algoritmos mds representativos de cada una de ellas.

Los métodos que pertenen a la primera generacion se caracterizan por el uso de je-
rarquizacion de Pareto (Pareto Ranking) y la comparticion de aptitud (nichos). Entre los
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algoritmos mds representativos de la primera generacion se encuentran: el Multi-Objective
Genetic Algorithm (MOGA), el Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) y el
Niched-Pareto Genetic Algorithm (NPGA), los cuales se describen brevemente a continua-
cion.

= El Multi-Objective Genetic Algorithm (MOGA) fue propuesto por Carlos Fonseca
y Peter Fleming en 1993 [28]. En MOGA, la jerarquia de un individuo depende del
numero de individuos de la poblacién que lo dominen. A todos los individuos no do-
minados se les asigna el valor de 1 en la clasificacion, mientras que a los individuos
que son dominados se les penaliza conforme a la densidad de poblacién en la regién
correspondiente a la superficie de soluciones compromiso.

En MOGA, la asignacion de la aptitud se realiza como sigue:

1. Ordenar la poblacién de acuerdo a su jerarquia.

2. Asignar una aptitud a los individuos interpolando desde el mejor individuo (el
cual tiene jerarquia 1) hasta el peor (el cual tiene jerarquia n < M, donde M es
el tamafio de la poblacion) utilizando una funcién, por ejemplo, lineal.

3. Promediar la aptitud de los individuos que poseen la misma jerarquia, de ma-
nera que éstos sean muestreados de la misma forma. De esta manera, se logra
mantener constante la aptitud global de la poblacién y con ello se mantiene una
presion de seleccidon adecuada.

= El Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) fue propuesto por N. Sri-
nivas y Kalyanmoy Deb en 1994 [29]. El NSGA se basa en el uso de varias capas
de jerarquizacion de individuos. Antes de realizar la seleccidn, la poblacion es jerar-
quizada con base en su no dominancia: todos los individuos no dominados (primera
capa) son jerarquizados en una categoria con un valor de aptitud falso (proporcional
al tamafio de la poblacidn, con el fin de que estos individuos tengan la misma proba-
bilidad para reproducirse). Para mantener diversidad en la poblacion, se utiliza com-
particion de aptitud sobre los valores falsos asignados a los individuos jerarquizados.
Posteriormente, este grupo jerarquizado es removido de la poblacién (o ignorado)
para obtener a los individuos no dominados de la poblacién restante (segunda capa)
a los que se les asigna una aptitud falsa menor que la aptitud asignada en la capa
anterior. Después, este nuevo grupo de individuos es removido de la poblacion para
obtener la siguiente capa de individuos no dominados. Este proceso continta hasta
que todos los individuos de la poblacidn hayan sido clasificados. EI1 NSGA utiliza el
método del sobrante estocdstico como mecanismo de seleccion. Como los individuos
en el primer frente tiene el maximo valor de aptitud, se obtienen mas copias de éstos
en comparacion con el resto de la poblacion, permitiendo una mejor busqueda en
las regiones del frente de Pareto conocida hasta ese momento, provocando ademads
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convergencia hacia estas regiones.

= El Niched-Pareto Genetic Algorithm (NPGA) fue propuesto por Jeffrey Horn et
al. en 1993 [30]. El NPGA utiliza una seleccion mediante torneo binario con base
en dominancia de Pareto. Dos individuos elegidos al azar son comparados contra un
subconjunto de la poblacién habiendo s6lo dos resultados posibles. Si uno de ellos
es dominado (por los individuos dentro del subconjunto de la poblacion) y el otro
individuo es no dominado, entonces el individuo no dominado gana el torneo. Los
demads casos son empates, y en ellos se utiliza un esquema de comparticion de aptitud
para encontrar al ganador (es decir, el individuo que reside en la regién menos densa
del espacio de busqueda es el ganador).

Los métodos pertenecientes a la segunda generacion se caraterizan por ser elitistas. El
elitismo puede ser introducido al utilizar una poblacién secundaria (Ilamada también po-
blacién externa), la cual siempre es actualizada y retiene a las soluciones no dominadas
globales (o sea, con respecto a todas las generaciones transcurridas hasta el momento). Se
hace notar que es posible utilizar una sola poblacién en un algoritmo evolutivo multiob-
jetivo adoptando una seleccién (p + A) en la cual, como se mencioné en las estrategias
evolutivas, los mejores v individuos de la union de los padres e hijos sobreviven a la si-
guiente generacion, por lo que el elitismo estd implicito. Dentro de los algoritmos elitistas
mads representativos encontramos: el Strength Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA), la
Pareto Archived Evolution Strategy (PAES), el Pareto Envelope-based Selection Algorithm
(PESA), el Micro-Genetic Algorithm (u-GA) y el Non-dominated Sorting Genetic Algo-
rithm II (NSGA-II).

= El Strength Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA) fue propuesto por Eckart Zitz-
ler y Lothar Thiele en 1999 [31]. El SPEA utiliza un archivo externo que contiene
soluciones no dominadas previamente encontradas (por lo cual el archivo externo re-
cibe el nombre de conjunto externo no dominado). En cada generacidn, los individuos
no dominados son copiados al conjunto externo no dominado. Para cada individuo
en el conjunto externo se calcula un valor denominado fortaleza que es proporcional
al niimero de soluciones a las que un individuo domina. La aptitud de un individuo
se calcula con base en las fortalezas de todas las soluciones no dominadas que do-
minan al individuo. La asignacién de aptitud del SPEA considera al mismo tiempo
la aproximacion al verdadero frente de Pareto y la distribucion de las soluciones. En
2001, Zitzler et al. liberan SPEA2 [32], el cual tiene tres diferencias con respecto al
SPEA:

1. Incorpora una estrategia de grano fino para la asignacion de la aptitud, la cual
toma en cuenta el nimero d