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Resumen

Uno de los problemas clásicos del área de Visión por Computadora es la recons-
trucción tridimensional métrica a partir de imágenes adquiridas por una cámara sin
calibración previa. Este problema involucra, espećıficamente, los siguientes pasos:(1)
la triangulación, (2) la calibración de la cámara y (3) la estimación de los parámetros
de orientación y posición de la cámara.

El paso (1), la triangulación, tiene por objetivo encontrar la posición de un punto
en el espacio a partir de la intersección de dos ĺıneas que parten de la correspondencia
de puntos en dos imágenes. Con la presencia de ruido, es muy probable que esta
intersección no ocurra. En tal caso es necesario encontrar la mejor aproximación.
Este problema es cŕıtico en las reconstrucciones af́ın y proyectiva, donde no hay
definida una métrica. En esta tesis se planteó la triangulación como un problema
de optimización multi-objetivo, el cual se resolvió mediante un algoritmo evolutivo
llamado NSGA-II. La transformación a un problema multi-objetivo permitió obtener
mejores resultados en comparación con los mejores métodos reportados.

Los pasos (2) y (3) consisten en encontrar los parámetros de la cámara (parámetros
de calibración, orientación y posición) a partir de un conjunto de correspondencias
de puntos extráıdas de dos o más imágenes. Sin embargo, existen superficies y con-
figuraciones de la cámara conocidas como cŕıticas donde se ha demostrado que es
imposible extraer los parámetros de la cámara al usar, solamente, correspondencias
de puntos. En esta tesis se proponen tres soluciones que plantean a la calibración de
la cámara, a la estimación de los parámetros de orientación y posición, y al cálculo
de los puntos tridimensionales (triangulación), como un problema de optimización,
con base en el modelo de la cámara oscura, y emplean un algoritmo evolutivo lla-
mado evolución diferencial para su resolución. Al emplear, directamente, el modelo
de la cámara oscura es posible encontrar los parámetros de la cámara y obtener la
reconstrucción tridimensional, aún en la configuración cŕıtica de translación pura y
en superficies cŕıticas (puntos que yacen sobre un mismo plano).

Otro problema importante dentro del área de Visión por Computadora, consiste en
obtener la elipse que mejor se ajuste a un conjunto de puntos dado. Los algoritmos que
resuelven este problema sólo minimizan el cuadrado de la distancia euclidiana entre
la cónica y los puntos mediante métodos de gradiente, aunque no siempre convergen
a la solución óptima. En esta tesis se planteó el ajuste de puntos a una elipse como
un problema de optimización, el cual fue resuelto mediante un algoritmo genético y
la evolución diferencial. Esta solución tiene la flexibilidad de minimizar la distancia
euclidiana o su cuadrado. Al emplear la distancia euclidiana se les da mayor peso a
los puntos más cercanos, a diferencia de su cuadrado, en el cual se da mayor peso a
los puntos más lejanos como se observa en los resultados.
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Abstract

A classic problem for Computer Vision is the three-dimensional metric recons-
truction from two uncalibrated views. This problem entails the following steps: (1)
triangulation, (2) camera calibration and (3) estimation of orientation and position
parameters of each view.

Step (1), triangulation, consists of finding the position of a point in real space as
the intersection of two rays given by their corresponding images. When noise is pre-
sent, the intersection of two rays may not be detected, in which case it is necessary to
find the best approximation to the meet point. This problem is critical in affine and
projective reconstruction, since no metric is present. In this thesis, we have proposed
a solution that transforms the triangulation problem into multi-objective optimiza-
tion problem, which was solved using an evolutionary algorithm called NSGA-II. The
treatment as a multi-objective problem has been able to obtain better results com-
pared with the best reported methods.

Steps (2) and (3) consist on estimating the camera parameters (calibration, orien-
tation and position parameters) using a set of corresponding points extracted from
two or more images. However, there are critical surfaces and critical camera confi-
gurations where it is not possible to recover these parameters using just the set of
corresponding points. In this thesis we have proposed three solutions dealing with the
camera calibration, the estimation of the orientation and position parameters of each
view, and the calculation of the three-dimensional points (triangulation), all of them
were merged into a general optimization problem based on the pinhole camera model
and solved with an evolutionary algorithm, called differential evolution. This makes
possible to estimate the camera parameters and obtaining thus the three-dimensional
isometric reconstruction, even on critical camera configuration (pure translation) and
critical surfaces (points lie on the same plane).

We also applied successfully evolutionary algorithms within another Computer
Vision problem: ellipse fitting. The problem consists of finding the best ellipse fit-
ting a set of given points. The current algorithms minimize the square of Euclidean
distance between the conic and the set of given points through gradient methods.
However, such methods do not always converge to the optimal solution. In this thesis
our approach based on genetic algorithm and differential evolution were successful,
minimizing the Euclidean distance or its square. With the Euclidean distance, the
nearest points get greater weight, instead the squared Euclidean distance gives grea-
ter weights to distant points.
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apoyarme en los momentos más dif́ıciles. Siempre le estaré agradecido.
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5.2.2. SPII en configuraciones no cŕıticas . . . . . . . . . . . . . . . 77
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ÍNDICE DE TABLAS

A.1. Resultados del ajuste de la mejor elipse sin restricciones con base en
la distancia euclidiana. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

A.2. Resultados del ajuste de la mejor elipse sin restricciones con base en el
cuadrado de la distancia euclidiana. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

A.3. Resultados del ajuste de la mejor elipse sin restricciones utilizando
como función la distancia euclidiana. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

A.4. Resultados del ajuste de la mejor elipse sin restricciones utilizando
como función el cuadrado de la distancia euclidiana. . . . . . . . . . . 113
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D.3. Parámetros de la cámara para generar los puntos en las dos imágenes. 153
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5.19. Imágenes de la figura formada por cubos: (a) imagen 1, (b) imagen 2,
(c) imagen 3 y (d) imagen 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.20. Reconstrucción tridimensional métrica de una parte de un anillo a par-
tir de: (a) la primera y la segunda imagen, (b) añadir la tercera imagen
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B.15.Imágenes reales de una casa de campo. Los puntos que se emplearon
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C.6. Imágenes sintéticas de la media esfera. (a1,a2) primera y segunda ima-
gen sobre la primera configuración cŕıtica, respectivamente, y (b1,b2)
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Caṕıtulo 1

Introducción

La extracción de información a partir de imágenes es una tarea muy fácil de
realizar para un ser humano, el cual desde muy temprana edad tiene la capacidad de
ver y reconocer objetos en el ambiente que le rodea [1].

El sentido de la vista es una de las formas dominantes para percibir el mundo.
Imitar su funcionamiento en una computadora, con base en la interpretación de las
imágenes, es una tarea extremadamente dif́ıcil. Se podŕıa explicar tal proceso a nivel
biológico, ya que se sabe como la luz es transformada en la retina y estimula ciertas
neuronas perceptivas. Sin embargo, aún no es claro cómo esta transformación causa
que la mente reconozca los objetos. Contrario al nivel bajo que se maneja en el área
biológica neuronal, el área psicológica intenta dar interpretaciones a un alto nivel
de cómo funciona el sistema visual. Sin embargo, los modelos que se proponen en
el área psicológica [2] no proporcionan instrucciones de cómo construir un sistema
artificial comparable con el sentido visual que tiene el ser humano. En śıntesis, se
puede decir que vivimos con un sistema visual único, del cual aún no se conoce a
detalle cómo funciona. Sin embargo, la comunidad de Visión por Computadora ha
realizado avances significativos, a tal grado que se ha podido guiar robots mediante
captores visuales (cámaras) [3].

Es claro que el ser humano cuenta con un sistema visual muy complejo. No obs-
tante, las computadoras que operan como sistemas visuales artificiales tienen sus
ventajas. Por ejemplo, pueden medir de forma precisa los objetos que se encuentran
en un entorno en lugar de interpretarlo. La extracción de estas medidas a partir de
una o varias imágenes es el objetivo principal del área de Fotogrametŕıa. Tal objetivo
ha sido perseguido desde que se inventó la fotograf́ıa. Aunque es posible utilizar sólo
una imagen para extraer la información métrica de los objetos, usualmente, en el área
de Fotogrametŕıa se utilizan dos o más imágenes. Al utilizar múltiples imágenes es po-
sible emplear técnicas de estereoscoṕıa, con las cuales se puede recuperar información
tridimensional real de la escena.

A principios del siglo XX se inventaron los primeros dispositivos para medición
estereoscópica. Después se extendieron para actuar como graficadores analógicos. En
1957 se patentó un graficador anaĺıtico, el cual teńıa la capacidad de establecer la
geometŕıa entre imágenes análogas. Cerca del año 1990, fue introducida la primera
estación de trabajo fotogramétrica digital, la cual almacenaba imágenes digitales y
realizaba el proceso de extracción de información métrica de forma automática me-
diante una computadora. En esa misma época se desarrollaron diversos algoritmos
para extraer información de las imágenes a fin de generar reconstrucciones tridimen-
sionales de forma automatizada.
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La extracción de información métrica de los objetos a partir de imágenes y la
generación de reconstrucciones tridimensionales de forma automática a partir de es-
ta información, son procesos complementarios. Sin embargo, pertenecen a diferentes
áreas de estudio. En los últimos años, tales procesos se han traslapado y ambas áreas
comparten, en gran medida, la misma ĺınea de investigación; no obstante, los objeti-
vos de cada área son muy espećıficos. En el área de la Fotogrametŕıa el objetivo es
obtener la información métrica de los objetos que están en el entorno y, mediante esta
información, generar modelos tridimensionales. En el área de Visión por Computado-
ra, los objetivos están enfocados a generar algoritmos que realicen la reconstrucción
de objetos en forma automática y sistemas que sean capaces de extraer información
relevante de las imágenes [4, 5]. Esta última área ha tenido un crecimiento muy im-
portante debido a la explotación que se le ha dado en diversas áreas, a la recreación
por computadora de escenas reales y a la automatización de procesos de visión para
interactuar con el ambiente.

La recreación por computadora tiene como finalidad generar ambientes virtuales
tridimensionales a partir de imágenes de ambientes reales, para ello emplea métodos
que pertenecen principalmente al área de Visión por Computadora, pero también
se apoya en técnicas que pertenecen a otras áreas tales como: Procesamiento Digi-
tal de Imágenes y Graficación. De tal forma que todo el proceso de recreación por
computadora, mejor conocido como reconstrucción tridimensional, puede dividirse en
tres pasos: 1) procesamiento digital de imágenes, 2) el paso propio de la Visión por
Computadora, y 3) la visualización de la reconstrucción. En la figura 1.1 se detallan
los pasos del proceso de la reconstrucción tridimensional.

imágenes

Visión por computadora

Triangular
Calibrar la  

Visualización

Adquirir las Filtrar 

reconstrucción

tridimensional

Visualizar la  

imágenes

cámara

Procesamiento digital de las imágenes

Generar la 

texturas de las imágenes

Extraer las

malla de la reconstrucción

de orientación y posición

Estimar los parámetros

de puntos

correspondencias 

Encontrar las  

Figura 1.1: Proceso de la reconstrucción tridimensional.

El primer paso involucra la adquisición de las imágenes, el filtrado de ellas para
mejorar sus condiciones, y la búsqueda de correspondencia de puntos en las imáge-
nes. El segundo paso consiste en la calibración de la cámara, la estimación de los
parámetros de orientación y posición para la imagen correspondiente, y la triangula-
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1. INTRODUCCIÓN

ción (obtener los puntos tridimensionales). El último paso involucra la generación de
la malla (generalmente triangular) que da la forma al objeto u objetos reconstruidos,
la extracción de las texturas a partir de las imágenes, el mapeo de las texturas sobre
los poĺıgonos de la malla y la visualización del objeto.

En esta tesis se propusieron soluciones para el segundo paso a partir de dos o más
imágenes mediante la aplicación de algoritmos evolutivos, especialmente, el algoritmo
de evolución diferencial.

1.1. Motivación

La reconstrucción de escenas tridimensionales a partir de imágenes ha sido apli-
cada en diversas áreas. Una de sus principales áreas de aplicación es la industria
del entretenimiento [6, 7, 8, 9] donde es utilizada para la generación de personas,
animales y objetos. Por ejemplo, hay animaciones que requieren un gran número de
animales de cierto tipo desplazándose de un lugar a otro. Este tipo de animaciones se
logran mediante la dinámica de desplazamiento de un solo animal. Para obtener esta
dinámica, es necesario tener un modelo inicial, el cual por simplicidad, es generado
por medio de algún método de reconstrucción tridimensional [10].

La reconstrucción tridimensional también se ha aplicado en el área médica. Se ha
usado para generar modelos de todo tipo de órganos, aśı como del cerebro y los dientes.
Otras aplicaciones incluyen modelar cuerpos en movimiento, teleconferencias, navega-
ción de robots, reconocimiento de objetos, simulación de fenómenos f́ısicos, simulación
de poblaciones [10], e incluso la reconstrucción de hallazgos arqueológicos [11].

Sin la ayuda de la reconstrucción tridimensional, los diseñadores que generan
modelos tridimensionales, desperdiciaŕıan muchas horas en aplicaciones CAD para
modelar y dibujar objetos que pertenecen al mundo real. Además, el modelo generado
podŕıa distar mucho del objeto real.

Otras técnicas de reconstrucción se basan en marcas de luz que se adhieren en los
objetos a reconstruir (comúnmente son utilizados sobre personas). Estas marcas son
rastreadas por sensores visuales y, posteriormente, recrean el modelo tridimensional.
Aunque pueden ser muy precisas, el costo es alto comparado con el costo de una
cámara digital. Además, sólo obtienen la reconstrucción del objeto sin su textura,
por lo cual, hay que aplicar otros algoritmos para extraer la textura y empatarla con
el modelo reconstruido.

Una alternativa muy atractiva es la reconstrucción tridimensional a partir de
imágenes debido al bajo costo y a los buenos resultados que se han obtenido con
esta técnica [4, 5]. Dentro del área de Visión por Computadora, el problema de la re-
construcción tridimensional a partir de imágenes, se ha clasificado de acuerdo a [4, 5]:
las caracteŕısticas de los objetos que se van reconstruir, la información a priori de las
escenas y de la cámara, y el número de imágenes que se emplean.

Cuando los objetos dentro de las imágenes presentan caracteŕısticas con propieda-
des ortogonales o cuando existe información acerca de las cámaras que se usan para
adquirir las imágenes, se cuenta con algoritmos muy robustos que generan recons-
trucciones tridimensionales de gran calidad [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18]. Sin embargo,
tales algoritmos están sujetos, en primer lugar, a que existan objetos con propiedades
ortogonales; y en segundo lugar, a que se tenga información como la posición, el des-
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1.2 Objetivo general y objetivos particulares

plazamiento, la orientación y los parámetros de la cámara que adquiere las imágenes.

Por tal motivo, las investigaciones se han enfocado a imágenes donde no se ten-
gan definidas las caracteŕısticas de los objetos o no se tenga información a priori de
las cámaras (cámaras sin calibrar). De estas investigaciones [19] se ha concluido que,
para obtener una reconstrucción tridimensional, se deben tener dos o más imágenes.
Para el caso de más de dos imágenes existen algoritmos robustos [5] que generan
reconstrucciones tridimensionales realistas. Sin embargo, los inconvenientes que exis-
ten con estos algoritmos son: encontrar la correspondencia de puntos en todas las
imágenes, resolver los problemas de oclusión que se presenten y manejar un mayor
número de puntos que se traduce en más operaciones. Para disminuir estos problemas
es preferible tener sólo dos imágenes. Existen diversos algoritmos para obtener una
reconstrucción tridimensional a partir de dos imágenes utilizando cámaras sin calibra-
ción previa [20, 19, 21, 22, 23]. Estos algoritmos hacen uso de la geometŕıa epipolar y
la matriz fundamental para calibrar la cámara, estimar los parámetros de orientación
y posición, y obtener la reconstrucción tridimensional. La calibración de la cámara es
la parte más importante, ya que permite generar una reconstrucción tridimensional
dentro de un espacio euclidiano.

Se ha demostrado que, al aplicar la geometŕıa epipolar, existen configuraciones
de la cámara donde no es posible realizar la calibración de la misma [24, 25]. A
estas configuraciones se les conoce como degeneraciones o configuraciones cŕıticas.
Las investigaciones más recientes [23, 24, 25, 26] han podido obtener reconstrucciones
tridimensionales cerca de las configuraciones cŕıticas, pero no en ellas. Asimismo, exis-
ten superficies conocidas como cŕıticas donde los algoritmos que emplean la geometŕıa
epipolar, tampoco pueden obtener reconstrucciones trimensionales.

Debido a esto se propusieron soluciones capaces de calibrar la cámara, de estimar
los parámetros de orientación y posición, y de obtener la reconstrucción tridimen-
sional en cualquier tipo de superficie (incluso en la superficie cŕıtica) y en cualquier
configuración de la cámara (incluso en la traslación pura, la cual es una configuración
cŕıtica). Las soluciones propuestas no emplean la geometŕıa epipolar para relacionar
las imágenes; en lugar de esto, emplean directamente el modelo de la cámara oscura,
una heuŕıstica evolutiva (la evolución diferencial [27]) y un método de triangulación
inscrito en esta heuŕıstica para calcular los puntos estimados y minimizar la distancia
euclidiana entre estos puntos y los puntos de la imagen.

1.2. Objetivo general y objetivos particulares

El objetivo de esta tesis es generar soluciones a problemas de Visión por Compu-
tadora mediante algoritmos evolutivos, espećıficamente, a los problemas que presenta
el proceso de la reconstrucción tridimensional métrica. Para lograr el objetivo princi-
pal, se han establecido los siguientes objetivos particulares:

1. Generar una solución para resolver un problema del área de Visión por Compu-
tadora conocido como ajuste de la mejor elipse a un conjunto de puntos mediante
algoritmos evolutivos.

2. Generar una solución que resuelva el problema de la triangulación.
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1. INTRODUCCIÓN

3. Generar una solución capaz de reconstruir objetos tridimensionales a partir de
correspondencias de puntos de dos imágenes. La reconstrucción debe lograr-
se en cualquier configuración de la cámara y superficie, incluso dentro de las
configuraciones y superficies cŕıticas.

4. Generar una solución capaz de reconstruir objetos tridimensionales a partir de
correspondencias de puntos de tres o más imágenes.

1.3. Contribuciones

Las principales contribuciones de esta tesis son las siguientes:

1. Se propuso una solución efectiva que ataca al problema de encontrar la me-
jor elipse que se ajuste a un conjunto de puntos dados, sin restricciones y con
restricciones, mediante un algoritmo genético y la evolución diferencial. La so-
lución propuesta está basada en [28], pero tiene la flexibilidad de minimizar la
distancia euclidiana o su cuadrado. Esta solución supera los resultados de los
mejores algoritmos reportados en la literatura.

2. Se resolvió, efectivamente, el problema de triangulación. Este problema fue re-
suelto como un problema de optimización multi-objetivo mediante el algoritmo
NSGA-II [29]. Esta solución presenta mejores resultados cuando el nivel de rui-
do es alto, bajo reconstrucciones proyectivas y afines, en comparación con los
mejores algoritmos reportados en la literatura.

3. Se propusieron dos soluciones (SPI y SPII) que permiten calibrar correcta y
eficientemente la cámara, estimar los parámetros de orientación y posición, y
calcular los puntos tridimensionales a partir de dos imágenes adquiridas por
una cámara sin calibración previa mediante el uso de la evolución diferencial.
Esta contribución es la más importante del trabajo de tesis presentado, debido a
que esta solución obtiene reconstrucciones tridimensionales métricas aún cuando
sólo exista traslación pura1 al adquirir las imágenes o cuando se presenta una
superficie cŕıtica (puntos que yacen en un mismo plano).

4. Se propuso la SPIII que permite también calibrar la cámara, estimar los paráme-
tros de orientación y posición, y calcular los puntos tridimensionales en el pro-
ceso de la reconstrucción tridimensional, pero esta vez a partir de tres o más
imágenes adquiridas por una cámara sin calibración previa, mediante el uso de
la evolución diferencial.

1.4. Estructura general del documento

En esta tesis se presentan soluciones aplicadas a problemas del área de Visión
por Computadora, las cuales utilizan algoritmos evolutivos para su resolución. Los
principales problemas que aqúı se presentan, parten del proceso de la reconstrucción

1Configuración cŕıtica de la cámara donde los algoritmos que emplean la geometŕıa epipolar, no
han podido obtener una reconstrucción tridimensional métrica.
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tridimensional. De acuerdo a la literatura, estos problemas han sido atacados con éxito
por diversas técnicas y algoritmos muy robustos como se describe en el caṕıtulo 2.

En el caṕıtulo 3 se presentan los fundamentos básicos del área de Visión por
Computadora y Optimización. De la primera área se exhibe: la geometŕıa proyectiva
(necesaria para comprender el proceso de reconstrucción), la representación de enti-
dades geométricas (puntos y ĺıneas), las transformaciones básicas entre las entidades
geométricas, los parámetros de orientación y posición, la calibración de la cámara
y el proceso de la reconstrucción tridimensional desde el punto de vista del área de
Visión por Computadora. De la segunda área se describe la optimización y algunos
métodos empleados por los algoritmos más robustos dentro del área de Visión por
Computadora (ventajas y desventajas). Asimismo, se presentan los algoritmos evolu-
tivos para optimización de parámetros reales y sus bondades. Al final de este caṕıtulo
se muestran los algoritmos para la optimización multi-objetivo.

En el caṕıtulo 4 se presentan los problemas de la calibración de la cámara, la
estimación de los parámetros de orientación y posición, y la triangulación, como
problemas de optimización y las soluciones que se propusieron para cada uno de los
casos.

El caṕıtulo 5 muestra parte de los experimentos realizados de cada uno de los pro-
blemas al emplear las soluciones propuestas. Estos experimentos muestran la robustez
de las soluciones y la capacidad que tienen para obtener reconstrucciones tridimensio-
nales en las superficies y configuraciones cŕıticas, para el problema de la calibración
de la cámara y la estimación de los parámetros de orientación y posición.

En los caṕıtulos 6 y 7 se exhiben las discusiones de los resultados obtenidos, las
conclusiones de la tesis, el trabajo futuro que se desprende de las soluciones que se
propusieron y las posibles mejoras de éstas.

En el apéndice A, se muestra otro problema del área de Visión por Computadora
llamado ajuste de la mejor elipse a un conjunto de puntos dado, el cual se plan-
teó como un problema de optimización. Asimismo, se presenta la solución propuesta
con algoritmos evolutivos y los resultados obtenidos.

En los apéndices B y C, se exhibe el resto de los experimentos resueltos por la
SPII en ambientes simulados y reales, en configuraciones cŕıticas y no cŕıticas, y en
cualquier tipo de superficies.

Finalmente, en el apéndice D se presenta un análisis comparativo de los algoritmos
evolutivos para optimización de parámetros reales, aśı como un par de experimentos
que muestran el desempeño de la heuŕıstica empleada en esta tesis.
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Caṕıtulo 2

Estado del arte

Los pasos de la reconstrucción tridimensional dentro del área de Visión por Compu-
tadora, se resumen a encontrar la estructura de los objetos tridimensionales a partir
de entidades geométricas, tales como puntos o ĺıneas presentes en las imágenes.

Las contribuciones de cientos de investigadores han generado una amplia gama
de algoritmos que permiten realizar la reconstrucción tridimensional de entidades
geométricas en las imágenes. En este caṕıtulo se presentan algunas contribuciones,
las cuales se clasifican por el número de imágenes empleadas, la información adicional
en las imágenes y la información adicional de la cámara.

2.1. Reconstrucción 3D por medio de imágenes

Para obtener una reconstrucción tridimensional a partir de imágenes, es nece-
sario conocer la relación entre las entidades geométricas del mundo y las entidades
geométricas de las imágenes. Esta relación geométrica está dada por los parámetros
de la cámara con base en el modelo de la cámara oscura.

Actualmente, existen diversos algoritmos para calcular los parámetros de la cáma-
ra. Hartley y Zisserman [5] dividen estos algoritmos de acuerdo al número de imágenes
que utilizan, es decir, algoritmos para cuatro o más imágenes, para tres imágenes, y
para dos imágenes.

2.1.1. Reconstrucción 3D partir de cuatro o más imágenes

Cuando se tienen cuatro imágenes, uno de los mejores métodos de reconstrucción
tridimensional es el tensor cuadrifocal, propuesto por Triggs [30]; se basa en la geo-
metŕıa epipolar extendida a cuatro imágenes. Sin embargo, hay ciertas posiciones de
la cámara que se exhiben en [31, 32] donde no es posible obtener una reconstrucción
tridimensional con este método.

Otro método que ha demostrado tener buen desempeño para la reconstrucción
tridimensional a partir de cuatro o más imágenes es la potencia de factorización
propuesto por Huynh [33]. Con este método iterativo es posible estimar los parámetros
de la cámara por cada imagen, alternando con la triangulación en cada iteración para
recuperar los puntos tridimensionales. Este método está basado en el ajuste de bloques
que se generan a partir de los parámetros de la cámara en relación con los puntos del
mundo y los puntos de la imagen. El ajuste de bloques, fue propuesto en principio
por Tomasi-Kanade [34] para múltiples imágenes (cuatro o más).
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2.1 Reconstrucción 3D por medio de imágenes

Knight y Reid en [35] presentan un método que emplea un robot con dos cámaras
que están en una configuración estereoscópica. Este método necesita 5 o más pares
de imágenes para obtener una reconstrucción tridimensional dentro de una superficie
cŕıtica (puntos que yacen sobre un mismo plano). Al tomar las imágenes con las dos
cámaras, se producen dos vistas de los puntos, las cuales se incorporan en dos planos
distintos para lograr la reconstrucción.

Otro método, propuesto por Malis y Cipolla en [36], emplea estructuras planas
dentro de las imágenes para estimar las alineaciones entre ellas y obtener los paráme-
tros de la cámara. Este método necesita al menos seis imágenes del escena para
obtener resultados aceptables [36].

2.1.2. Reconstrucción 3D a partir de tres imágenes

Cuando se tienen tres imágenes para realizar la reconstrucción tridimensional, un
método muy efectivo es aquel propuesto por Hartley en [37], el cual utiliza el tensor
trifocal (tensor que tiene como base la geometŕıa epipolar extendida a tres imágenes).
De esta técnica se derivan diversos métodos para calcular el tensor trifocal [38, 39, 40]
cada uno con ciertas ventajas que dependen de los objetos que se desean reconstruir
y las posiciones de las cámaras.

Existe otro método propuesto por Hartley en [21], donde se plantea realizar una
reconstrucción métrica directa. Este método emplea una función que relaciona los
puntos en el mundo con los puntos en las imágenes con base en los parámetros de la
cámara y, con la ayuda de un método de gradiente iterativo, se estiman los valores de
cada parámetro. Hartley señala que al menos necesita tres imágenes para obtener una
reconstrucción métrica. También expone que si parte de dos imágenes, es necesaria
una estimación inicial de los parámetros de la cámara muy cerca de la solución para
que el método obtenga resultados aceptables.

El método propuesto por Ma y Liu en [41] emplea tres imágenes para realizar
la reconstrucción. Este método utiliza formulaciones derivadas de las ecuaciones de
Kruppa para su inicialización. Posteriormente, el método emplea homograf́ıas sobre
los puntos de las imágenes para recuperar los parámetros de la cámara y obtener la
reconstrucción tridimensional.

Se debe tener en cuenta que, cuando se tienen tres o más imágenes, es más dif́ıcil
encontrar correspondencias de puntos debido a que los puntos pueden estar o no pre-
sentes; esto complica el paso de hallar las correspondencias. Además, se debe contar
con un mecanismo para eliminar puntos que no sean visibles en todas las imágenes
y emplear métodos iterativos para refinar los resultados. Pese a estos inconvenientes,
cuando se cumplen ciertas restricciones, como la posición de la cámara, las recons-
trucciones tridimensionales son muy realistas.

2.1.3. Reconstrucción 3D a partir de dos imágenes

El problema de encontrar correspondencias de puntos que pertenezcan al mismo
punto tridimensional tiende a reducirse cuando se emplean dos imágenes para la re-
construcción. Sin embargo, al emplear dos imágenes, es más probable que la precisión
de los puntos tridimensionales reconstruidos se vea disminuida.

Para realizar la reconstrucción tridimensional a partir de dos imágenes existen
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diversos algoritmos; Soatto y Ma [4] los clasifican en cuatro grupos: estratificación,
conocimiento del movimiento de la cámara, conocimiento de la escena y a partir de
correspondencias de puntos en las imágenes.

Reconstrucción 3D por estratificación

En el primer grupo se encuentran los algoritmos que realizan la reconstrucción
tridimensional de forma estratificada, es decir, parten de los puntos de la imagen
para obtener una reconstrucción en un espacio proyectivo, posteriormente, encuentran
una transformación que permite generar una reconstrucción en un espacio af́ın y,
finalmente, estiman otra transformación que permite obtener una reconstrucción en
el espacio euclidiano [4, 5] bajo una cierta escala. El primer método de estratificación
fue formulado por Koenderink y van Doorn [42] en 1991, comenzando desde una
reconstrucción af́ın. Basados en esta idea se derivaron algoritmos más robustos [43,
44, 31], los cuales, parten de una reconstrucción en el espacio proyectivo y al final
obtienen una reconstrucción en el espacio euclidiano. Sin embargo, no siempre es
posible obtener una reconstrucción en el espacio euclidiano mediante esta técnica,
ya que existen ambigüedades intŕınsecas asociadas al movimiento y posición de la
cámara, las cuales se muestran en [45, 46, 47]. Además, para encontrar cada una de
las matrices de transformación es necesario tener cierta información, por ejemplo,
conocer qué objetos se están reconstruyendo, cómo se desplaza la cámara entre las
imágenes, o tener calibrada la cámara.

Reconstrucción 3D en base al conocimiento del movimiento de la cámara

El segundo grupo se compone de algoritmos que extraen los parámetros de orien-
tación y posición de la cámara a partir del conocimiento previo del movimiento de la
cámara al tomar cada una de las imágenes. Uno de los algoritmos importantes en este
grupo es aquel desarrollado por Beardsley [48] donde, a partir del desplazamiento
la cámara, se obtienen los parámetros de la cámara. Otros algoritmos se basan en
ciertos movimientos muy espećıficos de la cámara, como por ejemplo, rotación de la
cámara en un solo eje cartesiano, rotación en los tres ejes cartesianos, movimiento
sobre un plano y movimiento focal [49, 50, 51, 52]. El principal inconveniente de este
grupo de algoritmos es la necesidad de conocer cómo se ha desplazado la cámara para
poder aplicar un algoritmo en particular. Por ejemplo, si sólo se realizó una rotación
de la cámara entre las dos imágenes, se debe usar un algoritmo espećıfico que permi-
ta extraer los parámetros de la cámara y los puntos tridimensionales a partir de la
rotación.

Reconstrucción 3D en base al conocimiento de la escena

En el tercer grupo, se encuentran los algoritmos que utilizan el conocimiento de
la escena para obtener la reconstrucción tridimensional. Por ejemplo en [53, 54, 13,
17, 18], se exploran las imágenes para encontrar objetos que presenten ortogonalidad
y paralelismo y, a partir de ellos, se calculan los puntos al infinito los cuales permiten
estimar los parámetros de la cámara.

Por otro lado, Zhang en [16] emplea planos, de los cuales conoce su posición y, a
partir de ellos, obtiene una estimación inicial de los parámetros de la cámara. Con
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2.1 Reconstrucción 3D por medio de imágenes

esta estimación emplea un método de gradiente para refinar los parámetros con base
en la función que presenta Hartley [21] en la reconstrucción métrica directa.

En [55] Yang y Cao estiman los parámetros de la cámara mediante un algoritmo
lineal que emplea seis puntos. Este algoritmo utiliza un modelo tridimensional del
objeto (conocido a priori), el cual se desea reconstruir. El algoritmo puede obtener
los parámetros de la cámara a partir de una imagen.

El inconveniente de estos métodos es que las imágenes deben contener objetos que
presenten caracteŕısticas ortogonales, como los planos, de tal forma que no pueden
ser aplicados a cualquier objeto.

Reconstrucción 3D a partir de correspondencias de puntos

El último grupo no presenta los inconvenientes de los tres anteriores, ya que par-
te solamente del conocimiento de las correspondencias de puntos para obtener los
parámetros de la cámara, con base en las ecuaciones de Kruppa y sus derivacio-
nes. Maybank y Faugeras en 1992 [56] desarrollaron un algoritmo que emplea las
ecuaciones de Kruppa para realizar la reconstrucción tridimensional. A partir de
este algoritmo y con base en estas ecuaciones, diversos métodos fueron desarrolla-
dos [57, 58, 59, 60, 61, 24], los cuales se emplearon para generar algoritmos más ro-
bustos y precisos que se aplican para encontrar correspondencias de puntos [62, 38, 63].
Sin embargo, la estabilidad numérica y las configuraciones cŕıticas de la cámara li-
mitan el uso de las ecuaciones de Kruppa y sus derivaciones [64, 50]. De todas las
configuraciones cŕıticas que se describen en [64, 50], éstas se han reducido a sólo
dos, en donde se ha demostrado que no es posible extraer de manera correcta los
parámetros de la cámara [22, 65, 66, 25, 5, 26, 23, 67].

En [68] Ueshiba y Tomita proponen un método que obtiene los parámetros de la
cámara mediante formulaciones derivadas de las ecuaciones Kruppa y las emplean
dependiendo del desplazamiento que realicen. Los autores muestran que su método
no obtiene soluciones dentro de las configuraciones cŕıticas.

Ha y Kang en [69] emplean las formulaciones derivadas de las ecuaciones de Krup-
pa y los puntos tridimensionales en un espacio proyectivo, los cuales se estiman de
las matrices de proyección (matrices de proyección calculadas a partir de la matriz
fundamental), para inicializar un método de minimización lineal. Esta inicialización
permite obtener soluciones más estables aún con ruido en las imágenes.

En [26] Sturm y Cheng presentan un método para obtener una reconstrucción
tridimensional a partir de dos imágenes. Ellos analizan los casos cuando se cae en una
configuración cŕıtica y cuando se está cerca de ella. En este último caso es cuando
pueden obtener una reconstrucción tridimensional métrica mediante las formulaciones
derivadas de las ecuaciones de Kruppa.

Kanatani y Nakatsuji desarrollaron un método [23], con base en el trabajo de
Hartley y Silpa-Anan [66], el cual es capaz de generar una reconstrucción tridimensio-
nal cerca de una de las configuraciones cŕıticas. El algoritmo da resultados aceptables
cuando está cerca de esta configuración, sin embargo, tanto el algoritmo de Kanatani
y Nakatsuji y el algoritmo de Sturm y Cheng no pueden obtener una reconstrucción
tridimensional en las configuraciones cŕıticas.

En general, el problema de este cuarto grupo son las configuraciones cŕıticas de
la cámara, donde no es posible estimar los parámetros de la cámara a partir de las
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ecuaciones de Kruppa o sus formulaciones derivadas. Por ello no es posible realizar la
reconstrucción tridimensional métrica.

2.2. Triangulación

Otro punto en el proceso de reconstrucción tridimensional es la triangulación, el
cual tiene por objetivo recuperar los puntos tridimensionales a partir de las matrices
de proyección y la correspondencia de puntos.

Los mejores métodos, aśı como los más representativos que realizan la triangula-
ción a partir de correspondencia de puntos de dos imágenes, se describen a continua-
ción. Cabe señalar que la mayoŕıa de estos métodos se han extendido a corresponden-
cias de puntos de tres o más imágenes.

El método más simple para realizar la triangulación obtiene el punto medio so-
bre la perpendicular común entre ambas rectas proyectadas a partir de los puntos
bidimensionales. A este método se le conoce como método del punto medio y fue de-
sarrollado por Beardsley [70, 48]. Este método es el más sencillo de implementar y
debido a su tiempo de ejecución puede aplicarse en sistemas de tiempo real. Sin em-
bargo, sólo opera bajo reconstrucciones métricas, ya que al usarlo en reconstrucciones
del tipo af́ın o proyectiva, la triangulación que obtiene no es correcta.

El segundo método [71], encuentra una aproximación del punto tridimensional
mediante un sistema de ecuaciones lineales [5]. Para resolver este sistema hay dos
alternativas, en la primera se manipulan las ecuaciones para obtener un sistema de
ecuaciones lineales homogéneas. Este sistema se resuelve por medio del método de
mı́nimos cuadrados, el cual puede ser resuelto mediante la descomposición de valores
singulares (DVS). El problema de este método es que su costo computacional es alto.
La segunda alternativa es acomodar las ecuaciones de tal forma que se genere un
sistema ecuaciones lineales no homogéneo. Tal sistema puede resolverse con distintos
algoritmos, de entre ellos, uno de los más estables es el algoritmo de las ecuaciones
normales [5], el cual es sencillo de implementar y su tiempo de ejecución es muy similar
al primer método. Además, se puede aplicar tanto a la reconstrucción af́ın como a la
reconstrucción métrica, pero no es invariante en la reconstrucción proyectiva.

El último método, conocido como el óptimo bajo ciertas condiciones, fue propuesto
por Hartley [71] y se le conoce como método polinomial-absoluto. Una de las propie-
dades que lo hace robusto es que tiene la capacidad para aplicarse en los tres tipos de
reconstrucciones que existen (métrica, af́ın y proyectiva). Asimismo, si las matrices
de proyección con las que opera son calculadas con gran precisión, este método es
el óptimo para encontrar el punto tridimensional. Sin embargo, si los puntos en las
imágenes presentan ruido y éstos son empleados para estimar las matrices de proyec-
ción, los resultados que arroja este algoritmo son deficientes, como se muestra en el
caṕıtulo de resultados.
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Caṕıtulo 3

Marco teórico

Si se tiene un conjunto de imágenes, con diferentes vistas de un mismo entorno,
es muy probable que exista una relación entre ellas. Esta relación está dada por
una geometŕıa impĺıcita en el conjunto de imágenes. Gracias a esta geometŕıa es
posible obtener la reconstrucción tridimensional del entorno captado por el conjunto
de imágenes.

Este caṕıtulo está destinado a definir los conceptos básicos del área de Visión
por Computadora. En principio se habla de la geometŕıa proyectiva enfocada a la
reconstrucción. Asimismo, se expone la descripción matemática de puntos y ĺıneas
en dos y tres dimensiones, a las cuales se les conoce como entidades geométricas
básicas. Estas entidades son representadas como subespacios proyectivos, las cuales,
a su vez, se pueden expresar como vectores homogéneos. Estos vectores pueden ser
subdivididos en otros vectores homogéneos con una parte en el espacio euclidiano,
como se propone en [72], donde se describe esta distinción sin el contexto expĺıcito
de la geometŕıa proyectiva. Adicional a la descripción de las entidades geométricas,
se presentan las transformaciones geométricas también conocidas como homograf́ıas
y las transformaciones bajo el modelo de la cámara oscura.

Para hacer autocontenida esta tesis, es imprescindible presentar ahora, los con-
ceptos del área de optimización. Con su ayuda es posible plantear el proceso de la
reconstrucción tridimensional como un problema de optimización y, posteriormente,
emplear algún método para resolverlo.

3.1. Fundamentos de Visión por Computadora

3.1.1. Geometŕıa proyectiva

Cuando se trata con imágenes del mundo real, comúnmente, se observan elementos
al infinito, por ejemplo, el horizonte, el cual es una imagen de los puntos en el espacio
lejanos más allá de cierto umbral. Desafortunadamente, la geometŕıa euclidiana no
es suficiente para representar elementos al infinito, por lo que es muy dif́ıcil tratar
con estos elementos dentro del marco euclidiano. Por tal motivo, es necesario emplear
una geometŕıa más general donde sea posible trabajar con puntos al infinito. Esta
geometŕıa es conocida como Geometŕıa Proyectiva [3].
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Espacio proyectivo y coordenadas homogéneas

El espacio proyectivo P
n consta de los subespacios vectoriales unidimensionales del

espacio vectorial R
n+1. Cada tal subespacio representa un punto proyectivo x ∈ P

n.

Si se supone n = 1, entonces el espacio correspondiente es la ĺınea proyectiva P
1 y

cada x ∈ P
1 se identifica con una ĺınea que pasa a través del origen de R

2, es decir,
es un subespacio vectorial de R

2 [3].

Un punto proyectivo x ∈ P
n es un elemento del cociente del espacio R

n+1 \0 bajo
la relación de equivalencia ∼=, tal que:

x ∼= y ⇐⇒ ∃λ 6= 0 : x = λy. (3.1)

En otras palabras, todos los vectores de la forma λxh = [λx1, . . . , λxn, λ]T ∈ R
n+1,

con λ 6= 0, son equivalentes respecto a la relación ∼= y definen un mismo punto x ∈ P
n.

La relación hace que la longitud de los vectores en R
n+1 sea irrelevante, sólo importan

sus direcciones. Es posible identificar cada x ∈ P
n con su representación como vector

de coordenadas xh ∈ R
n+1, o sea x = xh, también llamado vector homogéneo [3].

Optaremos pues en no hacer distinción entre los puntos y sus vectores coordenados [5].
Con esta notación los puntos al infinito corresponden a los vectores homogéneos cuya
última componente es cero.

El espacio euclidiano R
n se incluye como un subespacio del espacio proyectivo P

n

mediante la transformación R
n 7→ P

n

x = [x1, . . . , xn]T ∈ R
n 7→ xe = [x1, . . . , xn; 1]T ∈ P

n, (3.2)

El ı́ndice e en el vector homogéneo xe denota que la información euclidiana puede ser
extráıda directamente del vector homogéneo.

En el sentido opuesto cada punto x ∈ P
n (salvo si es uno al infinito), determina

un punto euclidiano, es decir, un xe ∈ R
n, mediante

x = [x1, . . . , xn; xn+1]
T ∈ P

n 7→ xe =
1

xn+1
[x1, . . . , xn]T ∈ R

n. (3.3)

Representación de entidades geométricas

Representación de ĺıneas en R
2 en coordenadas homogéneas. Cada ĺınea en el

plano se representa por una ecuación ax + by + c = 0, con a, b, c ∈ R. Aśı, una ĺınea
se representa como un 3-vector,

[a, b, c]T . (3.4)

La correspondencia entre ĺıneas y 3-vectores no es inyectiva, ya que las ĺıneas
ax + by + c = 0 y (ka)x + (kb)y + (kc) = 0 con k 6= 0, coinciden. De hecho, dos
3-vectores relacionados por un factor global son considerados como equivalentes.

Representación de puntos en R
2 en coordenadas homogéneas. Un punto x = (x, y)

yace en una ĺınea l = [a, b, c]T si y sólo si ax + by + c = 0. Esto puede ser escrito en
términos del producto “punto” de vectores; al expresar a (x, y) ∈ R

2 en coordenadas
homogéneas,

[x, y, 1]T , (3.5)
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entonces la relación
0 = xT · l = [x, y, 1]T · [a, b, c] (3.6)

es equivalente a ax + by + c = 0. De esta forma, al igual que con las ĺıneas, los
puntos son representados por vectores en coordenadas homogéneas. Cualquier vector
representativo de un punto en coordenadas homogéneas, es de la forma

[x1, x2, x3]
T con x1, x2, x3 ∈ R, x3 6= 0, (3.7)

y representa al punto

(x1/x3, x2/x3) = (x, y) ∈ R
2. (3.8)

Puntos y ĺıneas al infinito

De la ecuación (3.6) se ve que un punto [x1, x2, x3]
T ∈ R

2 está en una ĺınea
[a, b, c]T si las tripletas que los representan son ortogonales en R

3. Aśı dadas dos
ĺıneas l = [a, b, c]T y l′ = [a′, b′, c′]T su punto de intersección “debe ser ortogonal” a
ambas, es decir, es

x = l × l′ =

∣∣∣∣∣∣

i j k
a b c
a′ b′ c′

∣∣∣∣∣∣
= (bc′ − b′c)i − (ac′ − a′c)j + (ab′ − a′b)k.

En particular, si l y l′ son paralelas se tendrá [a′, b′, c′]T = [a, b, c′]T , es decir, l y
l′ sólo difieren en la tercera coordenada. El punto de intersección es pues

x = l × l′ =

∣∣∣∣∣∣

i j k
a b c
a b c′

∣∣∣∣∣∣
= (c′ − c)[b,−a, 0]T ,

lo cual representa al punto (b/0,−a/0), correspondiente a un punto al infinito, esta
observación concuerda con la idea de que ĺıneas paralelas se intersecan en el infinito.

En general, puntos en coordenadas homogéneas [x, y, 0]T no corresponden a pun-
tos en R

2. En cambio, como hemos visto, los vectores homogéneos x = [x1, x2, x3]
T

con x3 6= 0 corresponden a puntos en R
2. Los vectores homogéneos x = [x1, x2, 0]T

representan a puntos ideales o puntos al infinito.
Claramente, las tripletas [x1, x2, 0]T son ortogonales a [0, 0, c]T por lo que esta

última representa a la ĺınea al infinito, la cual consiste de todos los puntos al infinito.

3.1.2. Transformaciones

Una transformación lineal ϕ : P
n → P

m queda representada por una matriz H de
orden (m + 1) × (n + 1), tal que ∀x ∈ P

n se tiene:

x′ = ϕ(x) ⇐⇒ x′ = Hx. (3.9)

Si n = m y la matriz H es no singular, se dice que H es una homograf́ıa P
n → P

n.
Las homograf́ıas o transformaciones proyectivas forman un grupo llamado proyectivo
lineal, el cual se divide en cuatro clases:
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Clase I: Isometŕıas. Estas transformaciones preservan la distancia euclidia-
na. Las transformaciones euclidianas son las isometŕıas más importantes en la
práctica y se representan por matrices

H =

[
R t
0T 1

]
, (3.10)

donde R ∈ R
n×n es una matriz unitaria, i.e., su inversa es su transpuesta,

R−1 = RT y t ∈ R
n es un vector de traslación.

Clase II: Transformaciones de similitud. Son composiciones de isometŕıas
con escalamientos isotrópicos (aplican un mismo cambio de escala en todas
las dimensiones). Esta clase tiene la propiedad de preservar la métrica, salvo un
factor de escala. Las transformaciones euclidianas compuestas con escalamientos
son similitudes y se representan por matrices:

H =

[
R t
0T s

]
, (3.11)

donde R y t son como antes y s es un factor de escala.

Clase III: Transformaciones afines. Estas transformaciones se representan
por matrices de la forma (3.10), en donde R ∈ R

n×n es no singular, i.e., det R 6=
0. Esta clase tiene la propiedad de preservar el paralelismo.

Clase IV: Transformaciones proyectivas. Estas son transformaciones linea-
les generales no singulares en términos de coordenadas homogéneas. Generalizan
a las transformaciones afines. La forma matricial es:

H =

[
A t
vT v

]
, (3.12)

donde A es una matriz no singular de orden (n × n), v, t ∈ R
n son vectores

arbitrarios y v es un elemento dependiente de los demás, de tal forma que
det A 6= 0, en otras palabras la transformación ha de quedar especificada por
(n + 1)2 − 1 parámetros.

En la figura 3.1 se muestran las transformaciones aplicadas a un cuadrado y en la
figura 3.2 se muestran las transformaciones aplicadas a un cubo.

3.1.3. Distancia euclidiana y su cuadrado

Para dos puntos xa,xb ∈ R
n su distancia euclidiana es:

d(xa,xb) =
√

(xa,1 − xb,1)2 + (xa,2 − xb,2)2 + . . . (xa,n − xb,n)2.

La ráız cuadrada real x 7→ √
x tiene una singularidad en 0 [73], por lo cual no es

anaĺıtica. Para evitar este problema se considera el cuadrado de la distancia euclidiana

(xa,xb) 7→ d(xa,xb)
2 = (xa,1 − xb,1)

2 + (xa,2 − xb,2)
2 + . . . (xa,n − xb,n)2,
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(a) (b)

(c)
(d)

Figura 3.1: Forma de un cuadrado tras aplicar las cuatro clases de transformaciones. (a)
isometŕıa, (b) transformación de similitud, (c) transformación af́ın y (d) transformación

proyectiva.

(a)
(b)

(c)

(d)

Figura 3.2: Forma de un cubo tras aplicar las cuatro clases de transformaciones. (a) isometŕıa,
(b) transformación de similitud, (c) transformación af́ın y (d) transformación proyectiva.
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la cual śı es anaĺıtica. Con fines de optimización puede ser tratada con diversos méto-
dos numéricos. Observamos que al ser la función “cuadrado” y 7→ y2 creciente en
R

+, cualquier mı́nimo considerando el cuadrado de la distancia, lo será también al
emplear la distancia sola, con la diferencia de que puntos “alejados” incrementarán
su lejańıa en el cuadrado de la distancia.

En el apéndice A, se exponen las diferencias que se presentan al emplear la dis-
tancia euclidiana y su cuadrado cuando se aplica a un problema geométrico.

3.1.4. Modelo de la cámara oscura

Al modelo de la cámara que nos permite transformar un punto tridimensional en
un punto bidimensional sobre un plano llamado imagen, se le conoce como el modelo
de la cámara oscura, el cual está diseñado principalmente para cámaras que tienen
dispositivos de cargas eléctricas interconectadas (DCEI) como sensores.

L

Y

X

X

Zx

f

y
x

x′

X′

C

Figura 3.3: Representación del modelo de la cámara oscura.

La base del modelo de la cámara oscura

Una cámara oscura posee un obturador a través del cual se proyecta el mundo real
sobre un plano de la imagen, aśı se considera la proyección de los puntos que yacen
en el espacio sobre un plano.

Nos referiremos a la figura 3.3. Se ha de convenir en representar a los puntos en
el espacio real con letras mayúsculas y se utilizará letras minúsculas para representar
a sus proyecciones en el plano.
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Se denota por C al punto del obturador, también llamado centro de proyección,
y por L al plano de la imagen. El origen del sistema de coordenadas euclidianas se
fija en el punto C. En este modelo, un punto con coordenadas X = (X, Y, Z) en el
espacio es transformado a un punto sobre el plano de la imagen, donde la ĺınea que
conecta X con C se extiende hasta el plano de la imagen (ver fig. 3.3). Con base a la
semejanza de triángulos, la relación entre el punto tridimensional con su proyección
bidimensional en la imagen está dada por,

x = −f
X

Z
, y = −f

Y

Z
. (3.13)

donde f es la longitud del foco, o sea la distancia entre el centro de proyección y el
plano de la imagen. Nótese que hay un signo negativo en la expresión (3.13) debido
a que el punto en el espacio y su proyección están en direcciones opuestas respecto
al centro de proyección.

Esto determina una transformación del espacio euclidiano tridimensional R
3 al

espacio euclidiano bidimensional R
2, y hace que la imagen de un objeto aparezca

invertida en el plano de la imagen. Para eliminar este efecto, es posible voltear la
imagen: (x, y) 7→ (−x,−y). Esto corresponde a posicionar el plano de la imagen (con
ecuación z = −f) enfrente del centro de proyección (ver fig. 3.4), por lo tanto, la
expresión (3.13) queda como

x = f
X

Z
, y = f

Y

Z
. (3.14)

Y

X

X′

Z

X

L

y

x

x

x′

C

f

Figura 3.4: Plano de la imagen frente al centro de proyección.

Al centro de proyección también se le conoce como el centro de la cámara o centro
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óptico. A la ĺınea que pasa por el centro de la cámara y es perpendicular al plano de
la imagen se le llama eje principal de la cámara, y al punto donde el eje principal se
une con el plano de la imagen, se le conoce como punto principal.

Modelo de la cámara oscura empleando coordenadas homogéneas

Si los puntos en el mundo y los puntos en la imagen están representados por vec-
tores homogéneos, entonces la proyección se puede expresar como una trasformación
lineal entre sus coordenadas homogéneas. En particular la expresión (3.14) puede ser
descrita en términos de una matriz de multiplicación como




fX
fY
Z



 =




f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0








X
Y
Z
1


 . (3.15)

La matriz de la expresión anterior se puede escribir como diag(f, f, 1)[I | 0] donde
diag(f, f, 1) es la matriz diagonal y [I | 0] es la matriz formada por dos bloques: la
matriz identidad de orden 3× 3 y el vector columna de dimensión 3, que en este caso
es el vector cero. En esta parte se introduce la notación para expresar a un punto
en el mundo X como vector homogéneo de dimensión 4, un punto en la imagen x
como vector homogéneo de dimensión 3 y una matriz M para representar la matriz
de proyección de la cámara en su forma homogénea. Gracias a esta notación, se puede
escribir de forma compacta la expresión (3.15) como

x = MX,

la cual define la matriz de la cámara para el modelo de la cámara oscura como

M = diag(f, f, 1)[I | 0].

Posición del punto principal

La expresión (3.14) presupone que el origen del sistema de coordenadas de la
imagen es el punto principal. Sin embargo, en la práctica, esto puede no ser cierto,
de modo que en general existe una transformación que se expresa como

x = f
X

Z
+ ox, y = f

Y

Z
+ oy,

donde [ox, oy]
T son las coordenadas del punto principal en la imagen (ver fig. 3.5). La

expresión anterior se puede escribir en coordenadas homogéneas como




fX + ox

fY + oy

Z



 =




f 0 ox 0
0 f oy 0
0 0 1 0








X
Y
Z
1


 . (3.16)
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x =



fX/Z + ox

fY/Z + oy




(ox, oy)

x

sy

sx

yimg

ximg

s

y

L

Figura 3.5: Parámetros de la cámara adicionales.

A partir de la ecuación anterior es posible definir la siguiente matriz,

K =




f 0 ox

0 f oy

0 0 1


 , (3.17)

a la cual se le conoce como matriz de calibración.

El modelo de la cámara oscura que se ha presentado hasta ahora, presupone que
las coordenadas de la imagen son coordenadas euclidianas con una misma escala entre
los ejes coordenados, no obstante, es posible que los ṕıxeles no sean cuadrados. Si las
coordenadas de la imagen son medidas en ṕıxeles, entonces los factores de escala
entre los ejes coordenados de la imagen son diferentes. En particular, si el número de
ṕıxeles por unidad de distancia en las coordenadas de la imagen son sx y sy en las
direcciones x y y, respectivamente, entonces la transformación de las coordenadas del
mundo a las coordenadas en ṕıxeles es obtenida multiplicando por la izquierda a la
matriz expresada en (3.17) con la matriz dada por diag(sx, sy, 1). De esta manera, la
forma general de la matriz de calibración es:

K =




fsx 0 ox

0 fsy oy

0 0 1


 . (3.18)

Matriz de calibración general

Para tener un modelo más general de la cámara oscura, es necesario añadir un
parámetro interno extra, el cual se identifica como el parámetro de oblicuidad s. Este
parámetro es proporcional a la cotangente del ángulo entre los ejes de coordenadas
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de la imagen. T́ıpicamente, este ángulo es muy cercano a 90 grados y, por lo tanto, s
es muy cercano a 0. Este parámetro se expresa dentro de la matriz de calibración de
la siguiente forma:

K =




fsx s ox

0 fsy oy

0 0 1


 . (3.19)

Al final, la transformación de un punto tridimensional Xc a un punto de la imagen
x, está dada por

x = K[I | 0]Xc. (3.20)

En esta expresión, se ha escrito el punto tridimensional [X, Y, Z, 1]T como Xc para
enfatizar que la cámara está situada en el origen del sistema de coordenadas eucli-
diano, con el eje principal de la cámara puesto sobre el eje Z, por lo tanto, el punto
Xc está expresado en este sistema de coordenadas, el cual es llamado sistema de
coordenadas de la cámara.

Parámetros de orientación y posición de la cámara

En general, los puntos en el espacio son expresados en términos de un sistema de
coordenadas euclidiano diferente, conocido como sistema de coordenadas del mundo.
Este sistema de coordenadas está relacionado con el sistema de coordenadas de la
cámara, mediante una transformación dada por una matriz de rotación y un vector
de traslación (ver fig. 3.6).

coordenadas de
la cámara 

Sistema de
del mundo
coordenadas
Sistema de

(R, t)

Zm

0

Xm

Ym

C

Y

X

Z

Figura 3.6: Transformación entre el sistema de coordenadas del mundo y el sistema de
coordenadas de la cámara.

Sea X̃ el vector de coordenadas euclidianas de un punto en el mundo, respecto al
sistema de coordenadas de este último, y sea X̃c el vector de coordenadas euclidia-
nas del mismo punto, respecto al sistema de coordenadas de la cámara. Entonces la
relación entre ambos es

X̃c = R[X̃ − C̃]. (3.21)

donde C̃ es el 3-vector que representa las coordenadas euclidianas del centro óptico
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en el sistema de coordenadas del mundo, y R es la matriz de rotación de orden 3× 3
que representa la orientación del sistema de coordenadas de la cámara. Por tanto, la
ecuación (3.21) se representa en coordenadas homogéneas como

Xc =

[
R −RC̃
0 1

]



X
Y
Z
1


 =

[
R −RC̃
0 1

]
X. (3.22)

Al sustituir el punto Xc en la ecuación (3.20) se obtiene la siguiente ecuación:

x = KR[I | − C̃]X, (3.23)

donde X es el punto en el sistema de coordenadas del mundo. Esta es la transforma-
ción general dada por el modelo de la cámara oscura. Los parámetros contenidos en
K son conocidos como parámetros internos de la cámara. A los parámetros R y C̃
que relacionan la orientación y posición de la cámara con el sistema de coordenadas
del mundo se les conoce como: parámetros de orientación y posición de la cámara o
parámetros externos de la cámara. Los parámetros internos, los parámetros de orien-
tación y los parámetros de posición de la cámara son conocidos como los parámetros
de la cámara.

Por conveniencia, el centro de la cámara no se expresa expĺıcitamente. En su lugar
se emplea un vector t = −RC̃ conocido como vector de traslación. De tal forma que
la matriz de la cámara o matriz de proyección se expresa como

M = K[R | t]. (3.24)

Entonces la transformación del punto X en el sistema de coordenadas del mundo al
punto x en el sistema de coordenadas de la imagen está dada por

x = MX. (3.25)

3.1.5. Geometŕıa epipolar

A la geometŕıa proyectiva intŕınseca entre dos imágenes, la cual es independiente
de la estructura de la escena y sólo depende de los parámetros internos de la cámara
y su pose relativa, se le conoce como geometŕıa epipolar.

Esencialmente, la geometŕıa epipolar entre dos imágenes es la geometŕıa dada por
la intersección del plano de cada imagen con una familia de planos, donde todos los
planos de esta familia contienen la ĺınea base (ĺınea que une los centros ópticos C
y C′).

Para ver la importancia de esta familia de planos es necesario enfocarse a uno
solo. Si existe un punto tridimensional X y éste es proyectado a dos imágenes distin-
tas, entonces los puntos bidimensionales de cada imagen con el punto tridimensional
forman un plano Π, el cual también contiene a la ĺınea base.

En el caso de que sólo se conozca el punto bidimensional x de la primera imagen
y se desea encontrar el punto bidimensional correspondiente x′ en la segunda imagen,
es necesario hacer uso del plano Π, donde ahora, sólo está determinado por la ĺınea
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base y la ĺınea definida por x. Sin embargo, se conoce que el punto x′ también yace
en el plano Π, por lo tanto, el punto x′ yace en una ĺınea l′x, que es la intersección
del plano Π con el plano de la segunda imagen L′ (ver fig. 3.7). Esta ĺınea l′ es la
proyección en la segunda imagen de la ĺınea que une al punto X con el punto x y se
le conoce como ĺınea epipolar correspondiente al punto x, y al plano Π se le conoce
como plano epipolar.

De forma general, todas las ĺıneas epipolares, correspondientes a cada uno de los
puntos de la primera imagen, pasan a través de un punto común, conocido como
epipolo e′, el cual es la intersección de la ĺınea base con el plano L′. Este epipolo es
la proyección del centro óptico de la primera vista en el plano L′ (segunda imagen).

L′

C′

x′

X

x

C

Π

e e′

l

L

F

l′

Figura 3.7: Modelo de la geometŕıa epipolar.

Asimismo, el punto x′ en el plano L′ presenta su ĺınea epipolar lx′ en el plano L
de la primera imagen y en esta ĺınea epipolar yace el punto x. El epipolo e que yace
en el plano L, es la proyección del centro óptico de la segunda imagen C′, y en él se
intersecan todos las ĺıneas epipolares que pertenecen al plano L.

Matriz fundamental

Cuando se tiene un par de imágenes de una misma escena, se ha descrito que
por cada punto x de la primera imagen existe su correspondiente ĺınea epipolar l′

en la segunda imagen. De tal forma que cualquier punto x′ en la segunda imagen
que corresponde al punto x debe yacer en la ĺınea epipolar l′. La ĺınea epipolar es la
proyección, en la segunda imagen, de la ĺınea que parte del punto x hacia el centro
óptico de la primera cámara. Entonces, existe una transformación proyectiva de un
punto en la primera imagen a su ĺınea epipolar correspondiente en la segunda imagen,
es decir, transformación de puntos a ĺıneas. Esta transformación está representada por
una matriz F de orden 3 × 3 y rango 2 conocida como la matriz fundamental [5].

La forma de la matriz fundamental se puede derivar algebraicamente [74], en
términos de las dos matrices de proyección M y M ′. Esta derivación se presenta a
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continuación. El rayo proyectado a partir de x mediante M se obtiene al resolver
MX = x. La familia de soluciones es de la forma:

X(λ) = M+x + λC, (3.26)

donde M+ es la pseudo-inversa de M , es decir, MM+ = I (matriz identidad de
orden 3 × 3), C es el centro óptico de la primera imagen, y λ es el valor escalar para
parametrizar al rayo. Dos puntos en particular del rayo son: M+x si λ = 0, y el primer
centro óptico C si λ = ∞. Estos dos puntos son proyectados en la segunda imagen,
por la segunda matriz de proyección M ′ como M ′M+x y M ′C, respectivamente. La
ĺınea epipolar es la ĺınea que une a este par de puntos proyectados y se expresa como
l′ = (M ′C)×(M ′M+x). El punto M ′C es el epipolo e′ en la segunda imagen, entonces
la ĺınea epipolar queda expresada como l′ = [e′]×(M ′M+)x = Fx, donde [e′]× es la
matriz antisimétrica del epipolo e′ = [e′1, e

′

2, e
′

3]
T expresada como,

[e′]× =




0 −e′3 e′2
e′3 0 −e′1
−e′2 e′1 0



 , (3.27)

de tal forma que la expresión que representa a la matriz fundamental es

F = [e′]×(M ′M+). (3.28)

Al emplear la forma canónica en las matrices de proyección, es decir, la primera
matriz de proyección M está en el origen del sistema de coordenadas del mundo
M = K[I | 0] y la segunda matriz de proyección se expresa como M ′ = K ′[R | t]
con respecto a la primera matriz de proyección, la pseudo-inversa de M y el centro
de proyección quedan expresados como,

M+ =

[
K−1

0T

]
C =

(
0
1

)
.

y los epipolos se definen como,

e = M

(
−RT t

1

)
= KRT t e′ = M ′

(
0
1

)
= K ′t.

Al sustituir estos valores en la expresión (3.28) se tiene que,

F = [e′]×K ′RK−1 = [K ′t]×K ′RK−1 = K ′−T [t]×RK−1

= K ′−T R[RT t]×K−1 = K ′−T RKT [KRT t]× = K ′−T RKT [e]×. (3.29)

Condición de correspondencia de la matriz fundamental

Hasta ahora sólo se ha considerado la transformación de un punto a una ĺınea
mediante F . Sin embargo, esta transformación se puede extender a una de las pro-
piedades más importantes de la matriz fundamental [5]. Esta propiedad, conocida
como condición de correspondencia, establece que para cualquier correspondencia de
puntos x ↔ x′ en dos imágenes se satisface la siguiente condición:
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x′T Fx = 0. (3.30)

Esta condición se cumple dado que, si x y x′ son correspondientes, x′ yace sobre la
ĺınea epipolar l′ = Fx que corresponde al punto x, de tal forma que 0 = x′T l′ = x′T Fx.
De forma inversa, si los puntos en la imagen satisfacen la relación x′T Fx = 0, entonces
las ĺıneas definidas por estos puntos son coplanares. Esta es una condición necesaria
para determinar que los puntos son correspondientes.

La importancia de esta propiedad radica en la forma de caracterizar a la matriz
fundamental sin emplear las matrices de proyección; es decir, esta matriz puede ser
caracterizada solamente con la correspondencia de puntos.

3.2. Reconstrucción tridimensional

Para realizar la reconstrucción tridimensional a partir de dos imágenes, es nece-
sario conocer la correspondencia de puntos xi ↔ x′

i
, entre ambas vistas o imágenes,

donde xi pertenece al conjunto de puntos de la primera imagen y x′

i
pertenece al

conjunto de puntos de la segunda imagen. Se presupone que la correspondencia de
puntos proviene de un conjunto de puntos tridimensionales desconocidos Xi. Del mis-
mo modo, la posición, la orientación y la matriz de calibración de la cámara son
desconocidas. Por ello, la parte principal de la reconstrucción tridimensional es en-
contrar estos parámetros desconocidos.

Cuando se parte de las correspondencias de puntos de dos imágenes, comúnmente
se emplea la matriz fundamental para obtener los parámetros de la cámara y la re-
construcción de los puntos tridimensionales. Es posible estimar la matriz fundamental
a partir de siete o más correspondencias de puntos [5]. Al usar esta matriz se pueden
obtener las matrices de proyección y realizar la triangulación para obtener una re-
construcción tridimensional de la escena en un espacio proyectivo. Sin embargo, esta
reconstrucción (ver fig. 3.8) dista de la estructura real de la escena.

3.2.1. Ambigüedad de la reconstrucción

Si no se conoce la relación entre los puntos tridimensionales de la escena y los
puntos de las imágenes, generalmente, no es posible obtener la posición ni la orienta-
ción absoluta de la escena. Esto también sucede cuando se tienen tres o más vistas.
De hecho, si se tiene el conocimiento de la matriz de calibración, tampoco es posible
obtener su posición ni orientación absoluta (latitud, longitud y altitud) en el mundo.
De tal forma que la mejor reconstrucción posible de la escena es sobre un espacio
euclidiano con respecto a un sistema de coordenadas tridimensional propio.

Se debe tener en cuenta que, aún teniendo un sistema de coordenadas local en
la escena, la reconstrucción que se obtiene mediante del método convencional de
reconstrucción, se encuentra bajo un factor de escala arbitrario. Por ello, existe una
transformación del sistema de coordenadas local con el sistema de coordenadas de la
reconstrucción. Esta transformación pertenece a la clase II conocida como similitud.
Al aplicar esta transformación Hs a los puntos tridimensionales y a las matrices de
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proyección se tiene que,

MXi = (MH−1
s )(HsXi) M ′X′

i = (M ′H−1
s )(HsX

′

i),

donde se observa que los puntos en ambas imágenes no cambian, pero śı las matrices
de proyección y los puntos tridimensionales. Además, si la primera matriz de proyec-
ción se descompone como M = K[Rm | tm], entonces se puede calcular a M con la
transformación de similitud H−1

s como,

MH−1
s = K[RmR−1 | t′],

para un cierto vector de traslación t′. Este resultado muestra que multiplicar por la
transformación de similitud H−1

s no produce un cambio en la matriz de calibración
K. Por consiguiente, esta ambigüedad de reconstrucción existe aún para las matrices
de proyección generadas a partir de cámaras calibradas (aquellas cámaras en las
que se conozcan, previamente, las matrices de calibración [5]). Tal ambigüedad fue
demostrada por Longuet-Higgins en [20], quienes concluyen que la reconstrucción
tridimensional es posible hasta una transformación de similitud si se conocen las
matrices de calibración.

Ambigüedad proyectiva

Si no se tiene conocimiento de las matrices de calibración, ni de la posición y orien-
tación de la cámara, entonces la ambigüedad de la reconstrucción queda representada
por una transformación proyectiva. En particular, si H es cualquier matriz invertible
de orden 4 × 4, la cual representa una transformación proyectiva de P

3, entonces al
reemplazar los puntos Xi por HXi y las matrices de proyección M y M ′ por MH−1

y M ′H−1 los puntos en la imagen no cambian. Esto permite mostrar que los puntos
tridimensionales Xi y las matrices de proyección pueden ser determinadas bajo una
transformación proyectiva, donde esta transformación es la ambigüedad que se tiene
cuando sólo se cuenta con las correspondencia de puntos o, de forma más espećıfi-
ca, cuando se emplea la matriz fundamental [5]. De tal forma que, la reconstrucción
a partir de cámaras sin calibración es posible, solamente, bajo una transformación
proyectiva.

3.2.2. Tipos de reconstrucciones

En cualquier problema de reconstrucción existe una escena real o verdadera que
consiste de puntos reales X̄i y matrices de proyección de las cámaras reales M̄ y
M̄ ′ que generan la correspondencia de puntos en las imágenes. La reconstrucción de
los puntos tridimensionales y la estimación de las matrices de proyección a partir de
las correspondencias difiere de la escena real por una transformación que pertenece
a la clase II (similitud), III (af́ın) o IV (proyectiva). El tipo de transformación que
está involucrada en las matrices de proyección indica el tipo de reconstrucción que
se obtuvo (reconstrucción proyectiva, reconstrucción af́ın o reconstrucción similar).
Cabe señalar que el término reconstrucción métrica es normalmente usado en lugar
de reconstrucción similar, pero el significado de ambas es el mismo.
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Reconstrucción proyectiva

Si las matrices de proyección están definidas por alguna transformación proyectiva,
entonces, al obtener los puntos tridimensionales a partir de las correspondencias de
puntos, se genera una reconstrucción que yace en un espacio proyectivo. En este
espacio no existe métrica alguna y el concepto de paralelismo no está definido. En
la figura 3.8 se observa un ejemplo de una reconstrucción proyectiva de una casa de
campo.

Si una de las matrices de proyección se define a partir de la matriz fundamental,
entonces, sólo podemos aspirar a una reconstrucción proyectiva, dado que la matriz
fundamental no contiene información expĺıcita de la matriz de calibración. Esto genera
una ambigüedad en las matrices de proyección dada por la clase de transformación
proyectiva. De manera más formal, esto se expresa mediante el siguiente teorema:

Teorema 1 (Reconstrucción proyectiva) Supongamos que xi ↔ x′

i es un con-
junto de correspondencia de puntos de dos imágenes y que la matriz fundamental F
es única, determinada por la condición x′T

i Fxi = 0 ∀i. Sean (M1, M ′

1, X1i) y (M2,
M ′

2, X2i) dos reconstrucciones de la correspondencia de puntos xi ↔ x′

i. Entonces
existe una matriz no singular H tal que M2 = M1H

−1, M ′

2 = M ′

1H
−1 y X2i = HX1i

para toda i excepto para aquellas i tal que Fxi = x′T
i F = 0 (ver demostración

en [5]).

Es claro que la matriz fundamental es determinada, únicamente, por un par de ma-
trices de proyección M y M ′ y, por el contrario, n diferentes pares de matrices de
proyección Mi y M ′

i ∀ i = 1, 2 . . . n son determinadas por la matriz fundamental,
bajo una ambigüedad proyectiva tridimensional. De tal forma que la matriz funda-
mental encapsula completamente la geometŕıa proyectiva del par de cámaras, y no
sufre cambios al realizar una transformación proyectiva tridimensional.

Figura 3.8: Reconstrucción proyectiva.

3.2.3. Reconstrucción af́ın

Con la ayuda de ciertas caracteŕısticas de la escena, es posible pasar de una re-
construcción proyectiva a una reconstrucción métrica. Una forma de lograr esta trans-
formación de espacios tridimensionales, es obtener una reconstrucción intermedia.
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Si se parte de una reconstrucción proyectiva de la escena, es decir, se tienen las
matrices de proyección para la reconstrucción proyectiva Mp y M ′

p, los puntos tridi-
mensionales en un espacio proyectivo Xi, y además, se conoce un plano π identifica-
do como el plano al infinito en las coordenadas del espacio proyectivo (en el espacio
euclidiano las coordenadas de π son [0, 0, 0, 1]T ), entonces existe una matriz de trans-
formación H que convierte al plano al infinito, el cual está en el espacio proyectivo,
a otro espacio (H−Tπ = [0, 0, 0, 1]T ). La matriz de transformación H está dada por,

H =

[
I | 0
πT

]
, (3.31)

donde I es la matriz de identidad de orden 3 × 3 y 0 es el vector nulo de dimensión
3. Esta matriz de transformación se aplica a todos los puntos tridimensionales Xi y a
las dos matrices de proyección Mp y M ′

p. No obstante, la reconstrucción obtenida con
la aplicación de esta matriz de transformación H no es una reconstrucción euclidiana.
Esta reconstrucción difiere de la reconstrucción euclidiana por una transformación
que fija el plano al infinito llamada transformación af́ın. Por lo tanto, la reconstruc-
ción que difiera por una transformación af́ın de la reconstrucción euclidiana es una
reconstrucción af́ın. En la figura 3.9 se observa un ejemplo de una reconstrucción af́ın
de una casa de campo.

Figura 3.9: Reconstrucción af́ın.

3.2.4. Reconstrucción métrica

Si se definen las matrices de proyección (M, M ′) de la siguiente forma,

M = K[R | t] M ′ = K ′[R′ | t′],

y se estiman los puntos tridimensionales Xi a partir de puntos correspondientes
x ↔ x′, entonces se obtiene una reconstrucción métrica. Nótese que una reconstruc-
ción métrica es una reconstrucción euclidiana bajo una transformación de similitud
en R3, por lo tanto, yace en el espacio euclidiano. De hecho el término reconstrucción
euclidiana es frecuentemente usado en la literatura [49, 21, 61, 64] para hacer refe-
rencia a una reconstrucción similar. En la figura 3.10 se observa un ejemplo de una
reconstrucción métrica de una casa de campo.

Para obtener esta reconstrucción es necesario conocer la matriz de calibración
de la cámara y aplicarla a la matriz fundamental. A continuación se muestran los
pasos del método convencional para realizar la reconstrucción tridimensional métrica
a partir de las correspondencias de puntos [5].
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Figura 3.10: Reconstrucción métrica.

1. Estimar la matriz fundamental a partir de las correspondencias de puntos (un
método que se emplea comúnmente para estimar esta matriz, es el algoritmo de
los ocho puntos [75, 5]).

2. Calibrar la cámara a partir de la matriz fundamental mediante las ecuaciones
de Kruppa o sus derivaciones [5, 23, 26].

3. Estimar los parámetros de orientación y posición.

4. Estimar los puntos tridimensionales (triangular).

El segundo paso de este método es el más importante ya que permite eliminar la
ambigüedad proyectiva de la reconstrucción y permiten obtener una reconstrucción
métrica de la escena.

3.2.5. Calibración de la cámara

Para calcular los puntos tridimensionales a partir de dos imágenes es necesario
conocer las matrices de proyección [5]. Al partir de la matriz fundamental, las matrices
de proyección quedan expresadas en su forma canónica de la siguiente manera:

M = [I | 0] y M ′ = [[e′]×F | e′]. (3.32)

Al tener las matrices de proyección, el paso final es calcular los puntos tridimensio-
nales. Sin embargo, la reconstrucción que se obtiene es una reconstrucción proyectiva,
como se mencionó anteriormente. Para eliminar la ambigüedad proyectiva en la re-
construcción es necesario encontrar las matrices de calibración K y K ′ de ambas
cámaras [4]. A este proceso se le conoce como calibración de la cámara.

En esta tesis se presupone que las imágenes fueron adquiridas por la misma cáma-
ra. Esto implica que ambas matrices de calibración son iguales (K = K ′). Por otro
lado, dada la tecnoloǵıa que emplean las cámaras actuales, la mayoŕıa de los autores
de los métodos de calibración de la cámara [5] presuponen que los ṕıxeles son cua-
drados, es decir, que los factores de escala por ṕıxel son iguales (sx = sy = 1) y el
parámetro de oblicuidad es s = 0.

En la figura 3.11(a) se muestra cómo se deforma un ćırculo cuando el paráme-
tro de oblicuidad es diferente de cero y los factores de escala son diferentes. En la
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fx

α

fy

(x0, y0)

(a)

(x0, y0) fx

fy

(b)

Figura 3.11: Matriz de calibración: (a) bajo la suposición de la matriz expresada en (3.33)
con cierto valor de oblicuidad, (b) bajo la suposición de la matriz expresada en (3.34).

figura 3.11(b) se muestra que el ćırculo no se deforma debido a que el parámetro de
oblicuidad es cero y las factores de escala son iguales.

Por otro lado, estos autores también presuponen que las coordenadas del punto
principal (ox, oy) están a la mitad de la imagen, es decir, ox = w/2 y oy = h/2, donde
w es el ancho de la imagen y h es el alto de la misma. Por consiguiente, la matriz de
calibración que era de la forma,

K =




fsx s ox

0 fsy oy

0 0 1



 , (3.33)

queda expresada como,

K =




f 0 w/2
0 f h/2
0 0 1


 , (3.34)

de tal forma que el único parámetro de la cámara a estimar es la longitud del foco
f . Cuando se parte solamente de las correspondencias de puntos y por ende de la
matriz fundamental, la longitud del foco se calcula con las ecuaciones de Kruppa1 o
formulaciones derivadas de estas ecuaciones.

3.2.6. Estimar los parámetros de orientación y posición

El siguiente paso del método convencional de la reconstrucción tridimensional es
la estimación de los parámetros de orientación y posición de la cámara. La estimación
de tales parámetros se obtiene por medio de una matriz E, la cual se calcula con la
matriz fundamental y las matrices de calibración de la siguiente manera,

E = K ′T FK, (3.35)

1En [5, 23, 26] se muestra cómo se derivan y emplean las ecuaciones de Kruppa, y las formulaciones
derivadas de ellas para estimar la longitud del foco.
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donde la matriz E es conocida como la matriz esencial. Al aplicar las matrices de
calibración a la matriz fundamental se pasa de la relación de puntos entre cámaras sin
calibrar a la relación de puntos entre cámaras calibradas. Esta transformación elimina
la ambigüedad proyectiva, quedando simplemente la ambigüedad de similitud.

Nótese que la matriz fundamental se puede expresar en términos de los parámetros
de la cámara, es decir, F = K ′−T [t]×RK−1 como se mostró anteriormente. Al aplicar
las matrices de calibración K y K ′ a la matriz fundamental F se obtiene que,

E = K ′T FK = K ′T K ′−T [t]×RK−1K = [t]×R, (3.36)

de tal forma que la matriz esencial contiene los parámetros de orientación R y posi-
ción t. Para extraer estos parámetros de la matriz esencial, es necesario emplear la
descomposición de valores singulares (DVS), es decir,

DV S(E) = UeDeV
T
e ,

donde Ue y V T
e son las matrices ortogonales de orden 3×3 y De es la matriz diagonal.

A partir de esta descomposición los posibles valores para los parámetros de orientación
y posición son:

R1 = UeWV T
e R2 = UeW

T V T
e

t1 = u3 t2 = −u3,

donde We se define como,

We =




0 −1 0
1 0 0
0 0 1



 ,

y el vector u3 como,
u3 = U [0, 0, 1]T .

La primer matriz de proyección está en su forma canónica M = K[I | 0] y la
combinación de los parámetros de orientación y posición obtenidos producen cuatro
posibles valores para la segunda matriz de proyección,

M ′ = K[R1 | t1], M ′ = K[R1 | t2],
M ′ = K[R2 | t1] y M ′ = K[R2 | t2].

Al estimar el punto tridimensional con estas matrices, se obtienen cuatro solucio-
nes las cuales se muestran en la figura 3.12. Se puede observar que el punto recons-
truido X puede quedar enfrente de las cámaras 3.12(a), detrás de las cámaras 3.12(b),
enfrente de la cámara B′ y detrás de la cámara A 3.12(c) o enfrente de la cámara
A y detrás de la cámara B′ 3.12(d). Para determinar cuál solución se debe elegir,
basta con probar que el punto X reconstruido esté enfrente de ambas cámaras. Esto
es suficiente para decir que es una reconstrucción tridimensional métrica correcta.

3.2.7. Triangulación

El último paso del método convencional para la reconstrucción es la triangulación.
En este paso se extrae cada uno de los puntos tridimensionales de la intersección
de las ĺıneas proyectadas a partir de las correspondencias de puntos y las matrices
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B A

(a)

B A

(b)

A B′

(c)

B′ A

(d)

Figura 3.12: Las cuatro soluciones a partir de la matriz esencial E. Entre los lados izquierdo
y derecho se encuentra una ĺınea base que refleja las soluciones (a) y (c) con (b) y (d). Entre
las soluciones de arriba y abajo, la cámara B rota 180 grados alrededor de la ĺınea base.

de proyección [5, 71]. La triangulación de un punto tridimensional a partir de la
correspondencia de puntos y las matrices de proyección se muestra en la figura 3.13.

M M ′

x′
x

X

Figura 3.13: Triangulación.

En el siguiente caṕıtulo se detalla este paso ya que es parte de uno de los problemas
que se resolvió en esta tesis.

3.2.8. Escenas planas y homograf́ıa

Para que los algoritmos que calculan la matriz fundamental obtengan una solución
única, es indispensable que todos los puntos tridimensionales a estimar no estén so-
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bre ciertas superficies conocidas como superficies cŕıticas2. De lo contrario, la matriz
fundamental no será única y, por lo tanto, la reconstrucción tridimensional será inco-
rrecta [4]. La mayoŕıa de estas superficies cŕıticas se presentan en raras ocasiones y su
importancia es limitada. Sin embargo, existe una superficie cŕıtica llamada plano que
se presenta frecuentemente en los ambientes reales, por ejemplo, en ambientes cons-
truidos por el hombre (edificios, casas, muros, entre otros). Al aplicar, por ejemplo,
el algoritmo de los ocho puntos [75] sobre puntos que yacen sobre un mismo plano, el
algoritmo fallará en obtener una solución única.

Homograf́ıa entre el plano en el mundo y la imagen

Sin pérdida de generalidad, se presupone que el plano en el sistema de coordenadas
del mundo está sobre Z = 0. Si se denota la i-ésima columna de la matriz de rotación
R como ri, entonces tenemos que, con base en el modelo de la cámara oscura,

x = M




X
Y
0
1


 = K[R | t]




X
Y
0
1


 = K[r1 r2 r3 t]




X
Y
0
1




= K[r1 r2 t]




X
Y
1




= K[r1 r2 t]X̃,

(3.37)

donde X̃ = [X, Y, 1]T representa el punto tridimensional en coordenadas homogéneas
sobre el plano sin la coordenada Z, debido a que su valor es 0, y x = [x, y, 1]T es

el punto en la imagen bajo una escala arbitraria. De tal forma que el punto X̃ y el
punto x están relacionados por una homograf́ıa H , tal que,

x = HX̃ con H = K[r1 r2 t], (3.38)

donde H es una matriz de 3 × 3 definida bajo un factor de escala arbitrario. Si se
denota la homograf́ıa como H = [h1 h2 h3], y se sustituye en la ecuación (3.38), se
tiene que

[h1 h2 h3] = λK[r1 r2 t], (3.39)

donde λ es una escala arbitraria. Por otro lado, se conoce que los vectores r1 y r2 son
ortonormales, por lo que se pueden obtener dos restricciones,

hT
1 K−T K−1h2 = 0 (3.40)

hT
1 K−T K−1h1 = hT

2 K−T K−1h2 (3.41)

. (3.42)

2En general, estas superficies pueden ser descritas por ecuaciones cuadráticas en las coordenadas
(X, Y, Z) del punto y, por lo tanto, se les denomina superficies cuadráticas.
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Estas son dos restricciones básicas sobre la matriz de calibración, dada una homo-
graf́ıa, ya que la homograf́ıa tiene 8 grados de libertad y se tienen 3 parámetros de
orientación y 3 parámetros de posición, sólo se pueden tener dos restricciones para
los parámetros intŕınsecos. Se debe observar que, en ambas restricciones aparece la
expresión K−T K−1, la cual describe la imagen de la cónica absoluta [5].

Si se presupone que la matriz de calibración está dada por la expresión (3.34),
entonces es posible calibrar la cámara a partir de una imagen mediante las restriccio-
nes mostradas anteriormente. No obstante, es necesario conocer a priori que la escena
tiene un plano donde yacen los puntos y, a su vez, es necesario conocer los valores de
estos puntos en el mundo.

3.3. Fundamentos de optimización

La optimización es la acción de obtener el mejor resultado bajo ciertas circunstan-
cias [76]. El objetivo es decidir cuál es la mejor solución, tal que se minimice el esfuerzo
requerido o se maximicen los beneficios deseados. En situaciones prácticas, el esfuerzo
requerido o los beneficios deseados pueden ser expresados como una función o funcio-
nes que actúan sobre ciertas variables de decisión. Por lo tanto, la optimización puede
ser definida como el proceso de encontrar las condiciones que proporcionen el valor
máximo o mı́nimo de una función [76]. Otra definición de la optimización es el intento
de maximizar las propiedades deseadas de un sistema, mientras simultáneamente se
minimizan las caracteŕısticas no deseadas [27].

Las funciones de un problema de optimización son llamadas funciones objetivo, ya
que sus valores más extremos representan la meta de la optimización. Cuando su valor
mı́nimo es buscado, la función objetivo es frecuentemente referida como función de
costo. En el caso especial donde el valor mı́nimo a buscar es cero, la función objetivo
es conocida como función de error [27].

Los problemas de optimización de una sola función objetivo, también conocidos
como mono-objetivo, se definen como [77]:

Definición 1 (Problema general de optimización mono-objetivo): Un proble-
ma general de optimización mono-objetivo se define como la minimización o maxi-
mización de la función g(a) sujeta a li(a) ≤ 0, i = {1, . . . , m}, y hj(a) = 0, j =
{1, . . . , p} a ∈ Ω. Una solución minimiza (o maximiza) el valor escalar de g(a) donde
a es un vector de dimensión d con las variables de decisión a = [a1, . . . , ad]

T de algún
universo Ω.

Nótese que li(a) ≤ 0 y hj(a) = 0 representan las restricciones que deben de
cumplirse mientras se optimiza a g(a). Ω contiene todos los posibles vectores a que
pueden ser empleados para cumplir con una evaluación de g(a) y sus restricciones.

El método para encontrar el óptimo global (no necesariamente único) de cualquier
función es conocido como optimización global [77]. En general, el mı́nimo global de
una función mono-objetivo se presenta en la definición (2).

Definición 2 (Optimización mono-objetivo del mı́nimo global): Dada una
función g : Ω ⊆ R

d 7→ R, Ω 6= ∅, para a ∈ Ω el valor g∗ , g(a∗) > −∞ es llamado
un mı́nimo global si y sólo si,
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∀a ∈ Ω : g(a∗) ≤ g(a). (3.43)

a∗ es por definición la mı́nima solución global, g es la función objetivo, y el conjunto Ω
es la región factible de a. El objetivo de determinar la solución o soluciones mı́nimas
globales es conocido como problema de optimización global para un problema
mono-objetivo.

Los problemas de optimización de dos o más funciones objetivo (normalmente
estas funciones se encuentran en conflicto entre śı), también conocidos como multi-
objetivo, se definen como [78, 79, 80, 81]:

Definición 3 Problema general de optimización multi-objetivo: Un problema
general de optimización multi-objetivo se define como la minimización o maximización
de las funciones G(a) = (g1(a), . . . , gk(a)) sujetas a li(a) ≤ 0, i = {1, . . . , m}, y
hj(a) = 0, j = {1, . . . , p} a ∈ Ω. Una solución de un problema de optimización
multi-objetivo minimiza (o maximiza) los componentes de un vector G(a) donde a
es un vector de dimensión d con las variables de decisión a = [a1, . . . , ad]

T de algún
universo Ω.

Al igual que en la optimización mono-objetivo, li(a) ≤ 0 y hj(a) = 0 representan
las restricciones que deben de cumplirse mientras se optimiza a G(a). Ω contiene
todos los posibles vectores a que pueden ser empleados para satisfacer una evaluación
de G(a) y sus restricciones.

En los problemas de optimización multi-objetivo, la noción de óptimo es diferente,
dado que el objetivo es encontrar buenos compromisos en lugar de encontrar un solu-
ción única como en la optimización global [77]. La notación de óptimo, comúnmente
adoptada, es presentada en la definición (4), la cual fue generalizada por Vilfredo
Pareto [79] y se le conoce como óptimo de Pareto.

Definición 4 (Optimalidad de Pareto): Una solución a ∈ Ω se dice que es un
óptimo de Pareto con respecto a Ω si y sólo si, no existe un vector a′ ∈ Ω tal que
v = G(a′) = (g1(a

′), . . . , gk(a
′)) domina a u = G(a) = (g1(a), . . . , gk(a)). La frase

optimalidad de Pareto está definida con respecto al espacio de las variables de
decisión salvo que se especifique lo contrario.

Asimismo, existen otras tres definiciones presentadas a continuación que también
son empleadas en la optimización multi-objetivo [79, 77].

Definición 5 (Dominancia de Pareto): Un vector u = [u1, . . . , uk]
T se dice que

es dominado por otro vector v = [v1, . . . , vk]
T (denotado por u � v) si y sólo si, u

es parcialmente menor que v, es decir, ∀i ∈ {1, . . . , k}, ui ≤ vi ∧ ∃i ∈ {1, . . . , k} :
ui < vi.

Definición 6 (Conjunto óptimo de Pareto): Para un problema de optimización
multi-objetivo dado, G(a), el conjunto óptimo de Pareto, P∗, está definido como:

P∗ := {a ∈ Ω | ¬∃a′ ∈ Ω G(a′) � G(a)}. (3.44)
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Definición 7 (Frente de Pareto): Para un problema de optimización multi-objetivo
dado, G(a), y un conjunto óptimo de Pareto P∗, el frente de Pareto PF∗, está de-
finido como:

PF∗ := {u = G(a) | a ∈ P∗}. (3.45)

A los componentes del conjunto de óptimos de Pareto se les denomina soluciones
no-inferiores, soluciones admisibles o eficientes, con respecto al conjunto representado
por P∗. Cuando se grafican en el espacio de las funciones objetivo a los vectores no
dominados, el resultado es conocido como frente de Pareto.

Dado que no existe un método capaz de resolver todos los problemas de optimi-
zación de manera eficiente [76], se ha desarrollado una amplia gama de métodos que
resuelven cierto tipo o clase de problemas.

3.3.1. Análisis numérico

El análisis numérico es una disciplina que se ocupa en describir, analizar y crear
métodos numéricos que permitan resolver problemas matemáticos [82].

Los métodos numéricos se pueden clasificar en dos grupos (de acuerdo al tipo de
funciones a resolver):

Aplicados a funciones lineales.

Aplicados a funciones no lineales.

Los métodos numéricos que son aplicados a este tipo de funciones, realizan una
búsqueda para

optimizar g(a); (3.46)

donde g es una función matemática dada y a el vector solución. Este tipo de méto-
dos numéricos emplean iteraciones con base en ciertos mecanismos (por ejemplo, el
gradiente) que producen una sucesión de números, los cuales, se desea que converjan
a una solución óptima global que minimice la función g.

El primer paso de estos métodos y el más importante es la solución inicial. A partir
de la solución inicial se genera la siguiente solución posible. Sucesivamente, la solución
actual se calcula con base en la anterior. Si la solución inicial está lejos del óptimo,
existen altas probabilidades de que el método no converja. Este tipo de métodos
son efectivos cuando se conocen de antemano las caracteŕısticas de la función. Por
ejemplo, si se sabe que la función es uni-modal y dos veces diferenciable, los métodos
de gradiente son los más adecuados [27].

A continuación se muestran dos métodos de optimización que se emplean comúnmen-
te en diversos problemas del área de Visión por Computadora [83, 4, 5].

Método de Newton

El método de Newton para optimización, es un algoritmo muy eficiente para mi-
nimizar el valor de una función g (donde g debe ser una función derivable). Se basa
en la evaluación de la primera y la segunda derivada de la función g, las cuales, dan el
paso y la dirección a seguir en la búsqueda de la solución óptima [84]. Este algoritmo
se usa para el ajuste de puntos a una cónica por el mejor método reportado en la
literatura [28]. En la figura 3.14 se muestra el mecanismo de convergencia.
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0
x

1
x

2
x

Figura 3.14: Método de Newton.

Este método es muy sencillo de programar, sin embargo, presenta diversos pro-
blemas de convergencia. Uno de los problemas más fuertes de este método es cuando
el espacio de búsqueda tiene más de un óptimo local (en caso de ser sólo un óptimo
local se le nombra el óptimo global). De tal forma que si no tenemos una solución
inicial cerca de óptimo global, el método no converge.

Método de Levenberg-Marquadt

El método de Levenberg-Marquadt es una técnica numérica basada en el método
de Newton y el método de gradiente descendente. Este método da mejores resultados
que el método de Newton, porque lleva un control sobre el paso en cada iteración [85].
Esto le da una gran robustez, que le permite en muchos casos, encontrar el óptimo
global, aún cuando la solución inicial está lejos de éste. No obstante, su convergencia
es más lenta que el método de Newton y también es susceptible a quedar atrapado
en un óptimo local. En la figura 3.15 se observa su proceso de convergencia.

Punto inicial

Solución

Figura 3.15: Método de Levenberg-Marquadt.

Este método es muy utilizado por diversos algoritmos del área de Visión por
Computadora considerados como los mejores [4, 5] para minimizar las funciones como
el cuadrado de la distancia euclidiana. Sin embargo, es necesario proporcionar una
solución cercana al óptimo global para que el método converja, y en diversos problemas
de esta área no es posible [49, 5]. Además, no se debe olvidar que la mayoŕıa de estas
funciones son no lineales, multimodales y sus derivadas no son continuas [4, 5, 86,
69]. Es en este tipo de funciones donde el uso de los algoritmos evolutivos resulta
particularmente útil y su desempeño muestra una alta competitividad [27].
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3.3.2. Computación evolutiva

La computación evolutiva (CE) engloba diversos algoritmos inspirados biológica-
mente con base en la teoŕıa Neo-Darwiniana3 de la evolución natural [89]. La evolución
natural es vista como un proceso de optimización, en el cual los individuos de una
población gradualmente se adaptan a su ambiente.

En los algoritmos pertenecientes a la Computación Evolutiva, un individuo es
una solución potencial del problema y el ambiente al que pertenece es la función o
funciones objetivo y sus restricciones. Este ambiente determinará la capacidad de
supervivencia del individuo.

Al igual que en los ambientes naturales, los algoritmos evolutivos trabajan con una
población (varias posibles soluciones a la vez) a diferencia de los métodos iterativos,
la cual proporciona a los algoritmos evolutivos la capacidad de escapar de un óptimo
local más fácilmente [90].

Mientras los algoritmos evolutivos están en ejecución, ciertos operadores son apli-
cados a la población para obtener nuevos individuos (soluciones posibles del proble-
ma), los cuales son preservados o descartados por medio de un mecanismo de selección.
El algoritmo mantiene su ejecución hasta un cierto número de iteraciones conocidas
como generaciones.

Los operadores más comunes que presenta un algoritmo evolutivo son: la selección,
la cruza y la mutación. La selección es un mecanismo (probabilista o determinista) que
permite elegir a los individuos de la nueva generación. La cruza consiste en combinar
dos o más individuos (padres) para generar uno o más nuevos individuos (hijos). La
mutación permite la alteración de los nuevos individuos [90].

A continuación, se presentan los principales paradigmas de la computación evolu-
tiva que comúnmente se usan en optimización con parámetros reales [91], dado que el
problema principal que se ataca en esta tesis (reconstrucción tridimensional), es un
problema de optimización de este tipo.

3.3.3. Algoritmos evolutivos empleados para la optimización
con parámetros reales

Las principales heuŕısticas empleadas para la optimización con parámetros rea-
les [91] son: los algoritmos genéticos, las estrategias evolutivas, la programación evo-
lutiva, los algoritmos de optimización mediante cúmulos de part́ıculas, los algoritmos
de estimación de distribución y la evolución diferencial. Enseguida se presenta una
breve descripción de cada una de ellas y sus caracteŕısticas principales, además, se
exhiben sus ventajas y desventajas al ser empleadas para la optimización con paráme-
tros reales. En el caso de la evolución diferencial su descripción es más detallada, dado
que es la heuŕıstica que se emplea en esta tesis.

3.3.4. Algoritmos genéticos

El primer algoritmo genético (originalmente llamado plan reproductivo) fue desa-
rrollado por John Holland en 1962, como un medio para estudiar el comportamiento

3El Neo-Darwinismo es el nombre dado a la fusión de la teoŕıa de la selección natural, con las
leyes de la herencia de Mendel [87] y el seleccionismo de Weismann [88].
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de adaptación y aplicarlo al aprendizaje de máquina [92]. Sin embargo, este tipo de
algoritmos ha sido ampliamente utilizado como método de optimización [89, 93].

El algoritmo genético, considerado como clásico, emplea representación binaria,
selección con base en la aptitud, baja probabilidad de mutación y una cruza inspirada
genéticamente para producir nuevos individuos [93]. El principal operador es la cruza
y el operador secundario es la mutación. Este algoritmo es conocido también como
algoritmo genético simple (AGS) y se muestra en el algoritmo 1.

Algoritmo 1 - Algoritmo genético simple

Entrada: Información para evolucionar y los parámetros del AGS.
Salida: Una población evolucionada.
1: Iniciar aleatoriamente cada individuo de la población G.
2: Evaluar a los individuos de G.
3: Repetir
4: Seleccionar padres de G.
5: Aplicar la cruza entre padres para crear hijos.
6: Aplicar la mutación a cada hijo.
7: Evaluar a los hijos.
8: La población G es sustituida por los nuevos hijos.
9: Hasta que la condición de paro se satisfaga.

No obstante, los algoritmos genéticos empleados para la optimización con paráme-
tros reales difieren del AGS. Para la optimización con parámetros reales, comúnmente
se emplea representación de punto flotante (representación real) y los operadores de
mutación y cruza son especiales para esta representación [94, 95]. En los algoritmos
genéticos con representación real, una solución es representada directamente como
un vector de parámetros reales que contiene a las variables de decisión. El algorit-
mo parte de una población (usualmente creada de forma aleatoria) y un conjunto de
operadores genéticos (selección, cruza y mutación) y luego crea nuevas poblaciones
de manera iterativa.

A pesar de que la mayoŕıa de los algoritmos genéticos con parámetros reales di-
fieren unos con otros, en términos de sus operadores de cruza y mutación, la mayoŕıa
sigue el modelo del algoritmo genético simple [96].

Las caracteŕısticas para la optimización con parámetros reales son:

1. Cuando operan con representación de punto flotante, se pueden ver como una
estrategia evolutiva [97, 27].

2. Para obtener mejores resultados en problemas con parámetros reales, el opera-
dor de mutación se vuelve una parte crucial del algoritmo genético [98].

3. En la mayoŕıa de los algoritmos genéticos, la auto-adaptación se ve reflejada en
el operador de cruza [99].

Las ventajas para la optimización con parámetros reales son:

1. Responden bien en funciones donde la aptitud de las soluciones es mayor a la
varianza de la aptitud causada por el ruido [98].
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2. Presentan un buen desempeño en problemas con funciones multi-modales [100].

Las desventajas para la optimización con parámetros reales son:

1. La velocidad de convergencia del algoritmo es lenta en comparación con las
demás heuŕısticas [101, 99, 102].

2. Aunque existen varios estudios que sugieren ciertos parámetros y tipos de opera-
dores para cierto tipo de problemas, el tiempo para poner a punto tales paráme-
tros, encontrar los operadores adecuados e implementarlos, tiende a ser mucho
mayor que las demás heuŕısticas [103, 100]. Además, es necesario tener un am-
plio conocimiento de los algoritmos genéticos.

3. El desarrollo de nuevos operadores para realizar la mutación o la cruza, tienden
a aumentar aún más la complejidad de este tipo de algoritmos [100, 104, 102].

4. Aún con la variedad de operadores, es probable que en diversas clases de pro-
blemas no obtengan buenos resultados [105, 102].

Estrategias evolutivas

Las estrategias evolutivas (EE) fueron creadas en el año 1964 por Ingo Rechen-
berg y Hans-Paul Schwefel, mientras trabajaban en una aplicación concerniente a la
optimización [106]. La versión original (1 + 1)−EE sólo utiliza un padre para gene-
rar un hijo, al cual se le aplica la mutación. Si la aptitud del hijo es mejor a la del
padre, el hijo reemplaza al padre. Posteriormente, aparecieron otras versiones como
(µ + λ) − EE y (µ, λ) − EE propuestas por Hans-Paul Schwefel en [107]. En estas
propuestas, µ representa el número de padres empleados para realizar la cruza y crear
λ hijos. En (µ+λ)−EE (con el signo más), se seleccionan a los mejores µ individuos
a partir de los µ padres y λ hijos, mientras que en (µ, λ)−EE (con el signo coma) los
mejores µ individuos se seleccionan sólo de los λ hijos. El algoritmo 2 muestra cómo
operan las estrategias evolutivas.

En esta técnica, no sólo los individuos evolucionan, sino también sus parámetros,
como los valores de la mutación. Por tal motivo, se dice que estos algoritmos son
auto-adaptables [108].

Las caracteŕısticas de las estrategias evolutivas son:

1. Frecuentemente son empleadas para la optimización con parámetros reales [96].

2. Existe un gran énfasis en la mutación para la creación de hijos [109].

3. Comúnmente, la implementación de la mutación se realiza mediante la adición
aleatoria de algún tipo de perturbación con base en la distribución gaussiana.

4. Los parámetros de la mutación están en constante cambio durante la ejecución
del algoritmo y se encargan de la exploración del espacio de búsqueda [109].

Las ventajas de las estrategias evolutivas son:
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Algoritmo 2 - Estrategias evolutivas

Entrada: Información para evolucionar y los parámetros de las EE.
Salida: Una población evolucionada.
1: Iniciar aleatoriamente cada individuo de la población G.
2: Evaluar a los individuos de G.
3: Repetir
4: Seleccionar a µ padres de G.
5: Aplicar la cruza entre los µ padres para crear λ hijos.
6: Aplicar la mutación a los λ hijos.
7: Evaluar a los λ hijos.
8: Si la estrategia es con signo más entonces
9: La población G es sustituida por los µ mejores individuos seleccionados

entre los µ padres y los λ hijos.
10: De lo contrario, śı la estrategia es con signo coma entonces
11: La población G es sustituida por los µ mejores individuos seleccionados

entre los λ hijos.
12: Fin
13: Hasta que la condición de paro se satisfaga.

1. El tiempo que se emplea para poner a punto a las estrategias evolutivas es
relativamente bajo, ya que la mayoŕıa de los parámetros que emplea son auto-
adaptables [103].

2. Se ha comprobado con diversos problemas con parámetros reales, que la auto-
adaptación que emplea en su operador de mutación, permite tener una mejor
exploración y explotación del espacio de búsqueda [99].

Las desventajas de las estrategias evolutivas son:

1. Se tienen indicios que en problemas del mundo real, el algoritmo presenta con-
vergencia prematura [110].

2. Las nuevas versiones de las estrategias evolutivas incorporan más parámetros,
los cuales incrementan la complejidad del algoritmo [108, 109, 111, 110].

Programación evolutiva

La primera versión de la programación evolutiva (PE) fue desarrollada por Lawren-
ce Fogel en 1960 [112], donde utiliza un máquina de estados finitos como la estructura
a ser evolucionada. Originalmente se empleó para simular la evolución como un proce-
so de aprendizaje, con el objetivo de generar inteligencia artificial [113, 112]; donde la
inteligencia es vista como la capacidad de un sistema para adaptar su comportamiento
y alcanzar ciertas metas.

Es dif́ıcil definir una versión estándar para la programación evolutiva [93]. No
obstante, en el algoritmo 3 se muestra una versión básica de esta heuŕıstica.
Las caracteŕısticas esenciales de la programación evolutiva son [113]:

1. Al igual que las estrategias evolutivas, existe un gran énfasis en la mutación
para la creación de hijos.
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Algoritmo 3 - Programación evolutiva

Entrada: Información para evolucionar y los parámetros de la PE.
Salida: Una población evolucionada.
1: Iniciar aleatoriamente cada individuo de la población G.
2: Evaluar a los individuos de G.
3: Repetir
4: Aplicar la mutación a todos los individuos de G para crear a los hijos.
5: Evaluar a cada uno de los hijos.
6: Seleccionar (usualmente se emplea torneo estocástico) a los individuos para

sustituir a los individuos de G.
7: Hasta que la condición de paro se satisfaga.

2. Simulan la evolución a nivel de las especies, por tal motivo no utiliza el opera-
dor de cruza.

3. El mecanismo de selección es probabilista (usualmente emplea torneo estocásti-
co), de tal forma que tiende a converger lentamente [93].

Las ventajas de la programación evolutiva son:

1. Sólo se debe lidiar con la mutación para poner a punto al algoritmo [112].

2. El tiempo de ejecución es relativamente bajo [114], en comparación con las
demás heuŕısticas.

3. La auto-adaptación del operador de mutación permite tener una mejor explo-
ración y explotación del espacio de búsqueda [99, 115].

Las desventajas de la programación evolutiva son:

1. La combinación entre el mecanismo de selección que emplea y que no realiza la
cruza, parece tener un impacto negativo en su desempeño [116].

2. La convergencia del algoritmo representativo de esta heuŕıstica puede ser lenta
debido a la selección suave que emplea [114].

3. Al igual que las demás heuŕısticas, las nuevas versiones aumentan el número de
parámetros y su complejidad [114].

Optimización mediante cúmulos de part́ıculas

La optimización mediante cúmulos de part́ıculas (PSO por sus siglas en inglés) es
una técnica de optimización poblacional, la cual fue desarrollada por James Kennedy y
Russell Eberhart [117] en 1995. Forma parte de un grupo de sistemas de optimización
evolutiva llamado Inteligencia Colectiva, inspirados en el comportamiento social.

La motivación para el desarrollo de esta heuŕıstica es la simulación simplificada
del vuelo de las aves. Este algoritmo emplea una población de part́ıculas que evolu-
ciona con el tiempo mediante el vuelo sobre el espacio de búsqueda. Cada part́ıcula
imita a sus part́ıculas vecinas de mayor éxito y modifica su componente de velocidad
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para seguir la dirección de éstas. Como entidades sociales, cada part́ıcula tiene una
memoria limitada que mantiene la mejor posición de su propio experiencia de vuelo
(el componente cognitivo) y la mejor posición alcanzada hasta ese momento, dada
por las part́ıculas vecinas (el componente social) [118]. La versión básica se presenta
en el algoritmo 4.

Algoritmo 4 - Optimización mediante cúmulos de part́ıculas

Entrada: Información para evolucionar y los parámetros del PSO.
Salida: Una población de part́ıculas evolucionadas.
1: Iniciar aleatoriamente cada part́ıcula de la población G y su velocidad.
2: Evaluar todas las part́ıculas de G
3: Repetir
4: Calcular la nueva velocidad de cada part́ıcula, con base en su velocidad ante-

rior, mejor posición y mejor part́ıcula.
5: Generar nuevas part́ıculas a partir de las part́ıculas en G y las velocidades.
6: Evaluar las nuevas part́ıculas.
7: Mantener la mejor posición de cada part́ıcula.
8: Obtener la mejor part́ıcula.
9: Sustituir las part́ıculas en G por las nuevas part́ıculas.

10: Hasta que la condición de paro se satisfaga.

Las caracteŕısticas de la optimización mediante cúmulos de part́ıculas son [119]:

1. No emplea operadores de cruza o mutación.

2. La búsqueda emplea operadores que alteran la velocidad de cada part́ıcula, con
base en su experiencia de vuelo y la experiencia de vuelo de las otras part́ıculas.

3. Cada part́ıcula contiene un vector con una posible solución (posición de la
part́ıcula en el espacio de búsqueda) y, a su vez, tiene asociada una velocidad
por cada variable del vector [117].

Las ventajas de los algoritmos de optimización mediante cúmulos de part́ıculas son:

1. El tiempo para poner a punto al algoritmo es relativamente bajo, debido a que
sólo emplea tres parámetros [117].

2. El tiempo de convergencia es mucho menor, comparado con las demás heuŕısti-
cas, y su desempeño es muy bueno en problemas donde el espacio de búsqueda
es relativamente simple y con baja dimensionalidad [122].

Las desventajas de los algoritmos de optimización mediante cúmulos de part́ıculas
son:

1. Existen indicios de que tiene un desempeño bajo, al ser comparado con la ma-
yoŕıa de las heuŕısticas, en problemas del mundo real [101].

2. En problemas de optimización con parámetros reales, donde las funciones son
de tipo uni-modal, multi-modal y, además, presentan ruido gaussiano, el desem-
peño de este algoritmo decrece considerablemente [98].

3. El desempeño depende de los valores iniciales de las part́ıculas y es muy sensible
al valor de sus parámetros [122, 123, 124].
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Algoritmos de estimación de distribución

Los algoritmos de estimación de distribución (EDAs por sus siglas en inglés) fue-
ron propuestos en 1996 por Heinz Mühlenbein y Gerhard Paaß [125, 126]. Estos
algoritmos se destacan por no presentar los operadores de cruza y mutación. En lugar
de estos operadores, utilizan el aprendizaje y la toma de muestras de la distribu-
ción de probabilidad de los mejores individuos, para llevar a cabo la evolución de
la población en cada generación. Al operar de esta forma, las interrelaciones entre
las variables involucradas en el dominio del problema son capturadas y explotadas
expĺıcita y eficazmente [125].

Frecuentemente, estos algoritmos inician con una población aleatoria. Posterior-
mente, se realizan tres operaciones sobre la población de forma iterativa. La primera
operación consiste en la generación de un subconjunto de los mejores individuos de
la población. En la segunda operación se realiza un proceso de aprendizaje a partir
de un modelo de distribución de probabilidad de los individuos seleccionados. En la
tercera operación se generan nuevos individuos mediante la simulación del modelo de
distribución obtenido. El algoritmo se detiene cuando alcanza un cierto número de
generaciones o cuando el rendimiento de la población deja de mejorar significativa-
mente [127]. Esta técnica se describe en el algoritmo 5.

Algoritmo 5 - Algoritmo de estimación de distribución

Entrada: Información para evolucionar y los parámetros del EDA.
Salida: Una población evolucionada.
1: Iniciar aleatoriamente cada individuo de la población G.
2: Evaluar a los individuos de G.
3: Repetir
4: Seleccionar los mejores individuos de G.
5: Generar nuevos individuos por medio del modelo de distribución de probabi-

lidad a partir de los individuos seleccionados.
6: Reemplazar parte o todos los individuos de G por los nuevos individuos.
7: Hasta que la condición de paro se satisfaga.

La versión original de este tipo de heuŕısticas no se recomienda para la optimi-
zación con parámetros reales. Es por ello que se han desarrollado algoritmos con
modelos de distribución de probabilidad adecuados para la optimización con paráme-
tros reales, como redes gaussianas [128].

Las caracteŕısticas de los algoritmos de estimación de distribución son:

1. El funcionamiento de estos algoritmos está basado en un modelo probabilista
de la población de individuos [125].

2. El modelo probabilista de la población representa las dependencias entre las
distintas variables (atributos) del problema [125].

3. Se enfocan más en tratar de captar la estructura de las variables del problema,
en lugar de encontrar la solución del problema [129].

Las ventajas de los algoritmos de estimación de distribución son:
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1. Se tienen indicios de que estos algoritmos presentan un buen desempeño en
funciones uni-modales y multi-modales [129, 91], aunque no superan a las es-
trategias evolutivas ni a la evolución diferencial.

2. Tienden a converger más rápido que un algoritmo genético, debido al modelo
probabilista que emplean [125].

Las desventajas de los algoritmos de estimación de distribución son:

1. El principal problema al que se enfrentan estos algoritmos es la estimación de
la distribución de probabilidad [125].

2. La complejidad de estos algoritmos, enfocados a problemas de optimización con
parámetros reales, se incrementa aún más debido a los modelos probabiĺısticos
que se utilizan [129, 127].

3. Han sido empleados muy poco en problemas del mundo real en relación a las
demás heuŕısticas [131].

Evolución diferencial

La evolución diferencial (ED) es una heuŕıstica de búsqueda directa, propuesta
por Rainer Storn y Kenneth Price en 1995 [132]. Esta heuŕıstica fue diseñada para la
optimización con parámetros reales. La principal idea de la evolución diferencial es
emplear la diferencia entre los valores de cada individuo para generar nuevos indivi-
duos. Una versión general de la evolución diferencial se presenta en el algoritmo 6.

Algoritmo 6 - Evolución diferencial

Entrada: Información para evolucionar y los parámetros de la ED.
Salida: Una población evolucionada.
1: Iniciar aleatoriamente cada individuo de la población G.
2: Evaluar a los individuos de G.
3: Repetir
4: Para cada individuo i de G hacer
5: Seleccionar individuos de G de acuerdo a la variante seleccionada.
6: Aplicar la mutación con base en la diferencia de los individuos seleccionados

y obtener un individuo mutado.
7: Aplicar la cruza entre el individuo i y el individuo mutado para generar

un nuevo individuo.
8: Evaluar el nuevo individuo.
9: Si la aptitud del nuevo individuo es mejor que la aptitud del individuo i,

éste es remplazado en G por el nuevo individuo.
10: Fin
11: Hasta que la condición de paro se satisfaga.

La evolución diferencial maneja un conjunto de individuos, los cuales contienen
una posible solución del problema. Este conjunto de individuos, conocido como po-
blación G, se representa por

irc ∈ Gr ∀ c = 1, 2, . . . , o, (3.47)
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donde r es la generación actual y o es el número de individuos de la población G.
Cada individuo contiene d parámetros reales (d variables del problema), es decir,

irc = (irc,1, i
r
c,2, . . . , i

r
c,d) = (irc,b) ∀ c = 1, 2, . . . , o, b = 1, 2, . . . , d. (3.48)

En la evolución diferencial, comúnmente, la inicialización de cada individuo se
realiza de forma aleatoria en la generación inicial (generación 0), bajo los ĺımites de
cada variable, esto es,

i0c,b = rand()c,b · (ubb − lbb) + lb ∀c = 1, 2, . . . , o, b = 1, 2, . . . , d, (3.49)

donde rand() es una función que genera valores aleatorios con una distribución unifor-
me en el intervalo de [0, 1], ub y lb son vectores que representan los ĺımites superiores
e inferiores de cada variable, respectivamente.

Posteriormente, la población se actualiza por medio de un esquema de reproduc-
ción en cada generación. Este esquema toma de la población, un conjunto de indi-
viduos extráıdos aleatoriamente φ = ξ1, ξ2, . . . , ξt por cada individuo irc, necesarios
para efectuar la diferencia. El resultado de esta diferencia es un nuevo individuo ρr

c.
Si la aptitud del nuevo individuo es mejor a la aptitud del individuo irc, entonces ρr

c

se agrega en la población de la siguiente generación (r + 1). En caso contrario, irc se
agrega a la población de la siguiente generación.

En el algoritmo 7 se exhibe la versión rand/1/bin de la evolución diferencial, donde
fd es la constante de la diferencia, Cr la constante de recombinación, TG el número
total de generaciones y randint(ib, sb) es una función que genera números enteros
aleatorios con una distribución uniforme en el intervalo de [ib, sb] (ib es el entero
inferior y sb el entero superior).

En este algoritmo hay tres parámetros de control (constante de la diferencia, cons-
tante de recombinación y tamaño de población). Para la constante de diferencia se
recomienda utilizar valores entre [0.3, 0.9], mientras que para la constante de re-
combinación se sugiere tomar valores extremos [0.0, 0.3] o [0.8, 0.9] [133]. Asimismo,
el incremento en el tamaño de la población aumenta la diversidad de los posibles
movimientos de la misma, promoviendo la exploración del espacio de búsqueda. Sin
embargo, la probabilidad de encontrar la dirección correcta de la búsqueda se decre-
menta considerablemente. Por tal motivo, debe existir un balance en el tamaño de la
población para encontrar la solución óptima [134].

Las diferentes estrategias usadas en la evolución diferencial son producto de la
variación de los individuos extráıdos, las diferencias y el individuo base. La versión
mostrada en el algoritmo 7 con la nomenclatura rand/1/bin es la versión más popu-
lar, la cual ha mostrado mayor robustez en las funciones de prueba [132, 133] y en
problemas del mundo real [101, 27]. Esta versión es empleada en este trabajo de tesis.

La nomenclatura de cada versión (na/nb/nc) se divide en tres partes: la primera
es cómo se elige el individuo base, la segunda es el número de padres elegidos para
realizar la diferencia y la tercera es el tipo de cruza.

La tabla 3.1 muestra las versiones que se tienen de la evolución diferencial, donde
rand es una elección aleatoria, best es el mejor individuo, bin es cruza binomial, exp
es cruza exponencial, dir es el operador de dirección y ce es una constante que va de
[0.3, 0.8] para la versión curr-to-rand.
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Algoritmo 7 - Evolución diferencial rand/1/bin

Entrada: Información para evolucionar y los parámetros de la ED.
Salida: Una población evolucionada.
1: Iniciar aleatoriamente a cada individuo i0c ∀ c = 1, 2, . . . , o
2: Evaluar cada individuo g(irc) ∀ c = 1, 2, . . . , o.
3: Para 1 ≤ r ≤ TG hacer
4: Para 1 ≤ c ≤ o hacer
5: Seleccionar tres individuos aleatoriamente: ξ1 6= ξ2 6= ξ3

6: Obtener una posición aleatoria, brand =randint(1, d)
7: Para 1 ≤ b ≤ d hacer
8: Si rand(0, 1) < Cr or b = brand entonces
9: ρr

c,b = ξ3,b + fd(ξ1,b − ξ2,b)
10: De lo contrario,
11: ρr

c,b = irc,b
12: Fin
13: Fin
14: Si g(ρr

c) < g(irc) entonces
15: ir+1

c = ρr
c

16: De lo contrario,
17: ir+1

c = irc
18: Fin
19: Fin
20: Fin

Nomenclatura Variantes

rand/1/bin ρc,b =


ξ3,b + fd · (ξ1,b − ξ2,b) si (rand(0, 1) < Cr o b = brand)
ic,b de otra forma (d.o.f.)

best/1/bin ρc,b =


ξbest,b + fd · (ξ1,b − ξ2,b) si (rand(0, 1) < Cr o b = brand)
ic,b d.o.f.

rand/1/exp ρc,b =


ξ3,b + fd · (ξ1,b − ξ2,b) mientras (rand(0, 1) < Cr o b = brand)
ic,b d.o.f.

rand/1/dir ρc,b =


ξ3,b + fd/2 · (vc+,b − vc−,b + vs) si (rand(0, 1) < Cr o b = brand)
ic,b d.o.f.

curr to rand/1 ρc,b =


ic,b + ce · (ξ3,b − ii,b) + fd · (ξ1,b − ξ2,b) si (rand(0, 1) < Cr o b = brand)
ic,b d.o.f.

Tabla 3.1: Versiones de la evolución diferencial.

En general, las caracteŕısticas de la evolución diferencial son:

1. La representación que emplea es de punto flotante y el operador de mutación
está basado en la diferencia de los individuos [132], de tal forma que, éste es
guiado por los individuos de la población [135]. Por ello se va auto-adaptando
tras cada generación.

2. Al calcular la diferencia entre los individuos de la población, los autores de esta
técnica dicen estar estimando el gradiente de esa zona [27].

Las ventajas de la evolución diferencial son:

1. Es sencilla de implementar y su complejidad es baja en relación a los demás
algoritmos evolutivos [140, 101].
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2. Ha sido empleada exitosamente en diversos problemas de optimización con
parámetros reales [27, 132, 136, 137, 138, 98, 139, 140] y hay indicios de que es
una muy buena alternativa en problemas del mundo real [101].

3. En diversas ocasiones se ha seleccionado como la heuŕıstica con mejor desem-
peño (en comparación con los algoritmos genéticos con representación real, es-
trategias evolutivas y algoritmos de optimización mediante cúmulos de part́ıcu-
las) en problemas del mundo real [141, 142, 122, 143, 140, 101, 27, 144], e
incluso, se sugiere como primera opción cuando se tiene un nuevo problema de
optimización con parámetros reales [122].

4. El número de parámetros que emplea es bajo, por lo cual, la puesta a punto es
sencilla. Asimismo, existen diversos estudios en la literatura que sugieren ciertos
valores iniciales para estos parámetros, los cuales se mantienen constantes en
diversos problemas [122, 98, 27, 133].

Las desventajas de la evolución diferencial son:

1. Existen indicios de que su desempeño se degrada más rápido, en relación a las
demás heuŕısticas, conforme se incrementa el ruido [98, 144].

2. Debido al tipo de selección que utiliza (selección determinista), es posible que
este algoritmo presente convergencia prematura.

En el apéndice D se presenta un análisis comparativo entre estas heuŕısticas, con
base en los resultados expuestos en la sesión especial del Congreso de Computación
Evolutiva (CEC’2005) sobre optimización con parámetros reales [130], y con base en
los experimentos sobre el problema principal de esta tesis.

3.3.5. Algoritmos evolutivos de optimización multi-objetivo

Los algoritmos evolutivos que se han desarrollado para resolver problemas de
optimización multi-objetivo se pueden clasificar en dos grupos [145] (los algoritmos
que se exhiben a continuación son las más conocidos y representativos del área):

1. Algoritmos no basados en la optimalidad de Pareto: algoritmos de muestreo
independiente, algoritmos de selección agregativas y VEGA.

2. Algoritmos basados en la optimalidad de Pareto: MOGA, NPGA, NPGA2,
SPEA, SPEA2, PAES, PESA, PESA-II, Micro-AG, NSGA y NSGA-II.

Enseguida se presenta una breve descripción de cada uno de estos algoritmos.
El algoritmo NSGA-II se detalla más, debido a que es empleado para optimizar el
problema de la triangulación (estimación del punto tridimensional).
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Algoritmos no basados en la optimalidad de Pareto

Algoritmos de muestreo independiente. En estos algoritmos se usa una com-
binación de pesos para la función de aptitud; tales pesos se modifican de manera
uniforme en varias ejecuciones del algoritmo evolutivo [146, 147, 148]. Con estos
algoritmos se logran encontrar diversas soluciones no dominadas después de varias
ejecuciones. Sin embargo, su principal desventaja es su elevado costo computacional.

Algoritmos de selección agregativas. En estos algoritmos se aplica un criterio
de selección de acuerdo a la combinación ponderada de los objetivos, ya sea usando
una función agregativa lineal o no lineal [149, 150]. Los pesos vaŕıan entre generacio-
nes, en cada función de evaluación o en ambos. Su ventaja principal es que en una
sola ejecución se pueden alcanzar varios segmentos del frente de Pareto; su principal
desventaja es que en ciertos casos (cuando se usan funciones agregativas lineales),
existen puntos del frente de Pareto que no pueden generarse.

VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm). Algoritmo genético pro-
puesto por Schaffer [151] en el que la población se divide en un número de subpobla-
ciones igual a la cantidad de objetivos que se desean optimizar. La idea es hacer que
cada subpoblación se seleccione con base en un solo objetivo y, posteriormente, las
subpoblaciones se mezclan en una sola a la que se le aplican los operadores genéticos
convencionales (cruza y mutación). Este algoritmo es sencillo, pero no garantiza la
generación de soluciones no dominadas.

Algoritmos basados en la optimalidad de Pareto

MOGA (Multi Objective Genetic Algorithm). Algoritmo genético propues-
to por Fonseca y Fleming [152], el cual es una variante del algoritmo de Goldberg.
En este algoritmo, el proceso de jerarqúıa está basado en la dominancia de Pareto,
es decir, los individuos no dominados tienen la aptitud más elevada de la población
y reciben el mismo valor de aptitud, mientras que los dominados son penalizados de
acuerdo a la densidad de la población. Este algoritmo emplea un método de formación
de nichos para distribuir a la población sobre la región óptima de Pareto.

NPGA (Niched Pareto Genetic Algorithm). Algoritmo genético propuesto
por Horn y Nafpliotis [153], donde se aplica la dominancia de Pareto con base en la
selección por torneo de toda la población. En esta técnica se seleccionan dos posibles
padres y se comparan contra un subconjunto (seleccionado aleatoriamente) de la
población; aquél que resulte no dominado con respecto al subconjunto es el ganador.
Si existe un empate (ambos son dominados o no dominados), entonces el resultado del
torneo se decide por medio de compartir la aptitud (el individuo con menos vecinos
gana). El desempeño de esta propuesta puede ser negativamente afectada si el valor
del tamaño del torneo es seleccionado incorrectamente, por ejemplo, si se emplea
un valor muy pequeño. Una versión mejorada de este algoritmo llamada NPGA2, fue
propuesta por Erickson en [154]. En esta nueva versión se aplica ordenamiento usando
el concepto de Pareto y se sigue realizando selección mediante torneo, aunque se usa
un esquema diferente para compartir la aptitud.

SPEA (Strength Pareto Evolutionary Algorithm). Algoritmo evolutivo
propuesto por Zitzler y Thiele [155], en el cual se introdujo el uso de un archivo
externo que se actualiza en cada generación y contiene las soluciones no dominadas
encontradas previamente, para mantener un registro histórico. En este algoritmo se
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calcula la fuerza de cada uno de sus individuos de manera similar a la jerarquización
de Pareto que hace MOGA, pues depende de la cantidad de individuos a los que
domina. La aptitud de los individuos de la generación actual se calcula de acuerdo a
la fuerza de las soluciones del archivo externo que lo dominan. Para lograr una buena
distribución de soluciones no dominadas, SPEA usa un método de clustering conocido
como los enlaces promedio. La versión mejorada de este algoritmo se llama SPEA2,
y fue propuesta en [156]. SPEA2 tiene tres diferencias principales con respecto a su
versión SPEA: se asigna la aptitud con base en la cantidad de individuos que lo
dominan y en los que domina, se usa una estimación de densidad de los vecinos para
eficientar la búsqueda, y se usa un método de truncamiento del archivo externo para
asegurar que no se pierdan las soluciones de los extremos del frente de Pareto.

PAES (Pareto Archived Evolution Strategy). Es una estrategia evolutiva
(1+1) (significa que se tiene una población de un padre que genera un solo hijo)
propuesta por Knowles y Corne [157]. Esta estrategia usa un archivo externo para
retener las soluciones no dominadas obtenidas a lo largo del proceso evolutivo. Para
mantener la diversidad se usa un mecanismo de multitud que se basa en una división
recursiva del espacio de las funciones objetivo, de manera que los individuos quedan
localizados en una ret́ıcula que facilita determinar y controlar la distribución de las
soluciones obtenidas.

PESA (Pareto Envelope-Based Algorithm). Algoritmo propuesto por Cor-
ne [158], en el que se usa una población interna pequeña y una externa (o secundaria)
grande. Al igual que PAES, también usa una ret́ıcula adaptativa aplicada en el espa-
cio de las funciones objetivo para mantener la diversidad, con la diferencia de que la
selección, en este caso, está basada en la medida de multitud. La versión mejorada de
este algoritmo (PESA-II [159]), posee un mecanismo de selección basado en regiones y
no a nivel de individuos, es decir, primero se selecciona una región y después se selec-
ciona un individuo de ésta. Gracias a esto, el algoritmo reduce el costo computacional
asociado con la jerarquización de Pareto.

Micro algoritmo genético (micro-AG). Algoritmo genético propuesto por
Coello y Toscano [160, 161], donde la población es muy pequeña (sólo 4 individuos) y
existe un proceso de re-inicialización. Este algoritmo posee dos memorias, una fija y
otra reemplazable. También usa un archivo externo o histórico (similar al que se em-
plea en PAES) donde se retienen las mejores soluciones encontradas. El micro-AG usa
tres formas de elitismo. La primera retiene las soluciones no dominadas encontradas
en el ciclo interno del micro-AG. La segunda emplea una memoria reemplazable que
se refresca de manera parcial a ciertos intervalos de tiempo. La tercera sustituye a los
individuos de la memoria reemplazable del micro-AG con soluciones no dominadas
producidas por el micro-AG.

NSGA (Nondominated Sorting Genetic Algorithm). Algoritmo genético
propuesto por Srinivas y Deb [162], el cual es una modificación del proceso de je-
rarquización, propuesto originalmente por Goldberg. Este algoritmo emplea capas
de clasificaciones de los individuos. Antes de realizarse la selección, la población se
jerarquiza con base en la no dominancia (todos los individuos no dominados son
clasificados en una categoŕıa con un valor de aptitud falso). La selección de tipo
proporcional restante estocástica es utilizada por este algoritmo. El NSGA fue un
algoritmo relativamente exitoso durante muchos años [163, 164, 165], sin embargo, es
altamente ineficiente debido a la forma de clasificar a los individuos.
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Posteriormente, Deb propuso una versión mejorada de este algoritmo llamada
NSGA-II [166, 29], la cual es una versión genérica de un algoritmo evolutivo multi-
objetivo con bloques constructores no expĺıcitos con base en el diseño del NSGA. Esta
versión construye una población de individuos competitivos, jerarquizados y ordena-
dos de acuerdo al nivel de no dominancia. A esta población se le aplican operadores
evolutivos para crear un conjunto de hijos y estos se combinan con los padres para,
posteriormente, dividir los nuevos conjuntos combinados en los frentes. Después, se
lleva a cabo la generación de nichos mediante la adición de la distancia de la multitud
para cada miembro. El NSGA-II emplea la distancia de la multitud en su operador
de selección para mantener la diversidad del frente, esto le permite asegurar que se
mantenga una distancia de multitud entre cada miembro. El uso de esta distancia es
la clave de este algoritmo, ya que le permite mantener la diversidad de la población
y ayuda al algoritmo a explorar el espacio de búsqueda. El NSGA-II se presenta en
el algoritmo 8. Actualmente, el NSGA-II es el algoritmo que se emplea en la mayoŕıa
de las comparaciones de los algoritmos evolutivos multi-objetivo, debido a su buen
desempeño y robustez [77].

Algoritmo 8 - NSGA-II

Entrada: Información para evolucionar y los parámetros del NSGA-II.
Salida: Una población evolucionada.
1: Iniciar aleatoriamente cada individuo de la población G.
2: Evaluar las funciones objetivo con los individuos de G.
3: Asignar un nivel de jerarquización con base en la dominancia de Pareto.
4: Generar una población de hijos.
5: Seleccionar mediante torneo binario.
6: Aplicar cruza y mutación.
7: Repetir
8: Para cada padre e hijo en G hacer
9: Asignar un nivel de jerarquización con base en la dominancia de Pareto.

10: Generar conjuntos de vectores no dominados a lo largo del frente de Pareto
conocido hasta la generación actual.

11: Ciclar (internamente) mediante la adición de soluciones a la siguiente ge-
neración; se comienza con el primer frente y se termina hasta que todos
los individuos encontrados determinen la distancia de multitud entre los
puntos sobre cada frente.

12: Fin
13: Seleccionar puntos (elitismo) sobre el frente con el nivel de jerarquización más

bajo y que estén fuera de una distancia de multitud.
14: Crear la siguiente generación.
15: Seleccionar mediante torneo binario.
16: Aplicar cruza y mutación.
17: Hasta que la condición de paro se satisfaga.
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Caṕıtulo 4

Metodoloǵıa

Dentro del área de Visión por Computadora, el proceso de la reconstrucción tri-
dimensional a partir de imágenes involucra tres pasos: la calibración de la cámara, la
estimación de los parámetros de orientación y posición, y la triangulación. Los algo-
ritmos que resuelven cada uno de estos pasos deben ser muy robustos y capaces de
integrarse con los demás algoritmos de todo el proceso de la reconstrucción.

No obstante, en ciertos escenarios, estos algoritmos producen resultados no de-
seados. Por tal motivo, se estudiaron tales escenarios y se plantearon soluciones, las
cuales se muestran en este caṕıtulo

En principio, se presenta la triangulación que, aunque es un paso posterior a la
estimación de los parámetros de la cámara, es necesaria definirla, aśı como conocer sus
propiedades, ya que en nuestro caso, fue empleada dentro de las soluciones propuestas
para realizar la reconstrucción tridimensional.

Después de definir la triangulación, se muestran las desventajas de los mejores
algoritmos reportados en la literatura [5, 71] que calculan la triangulación, y la forma
en que se atacó este problema para obtener mejores resultados.

Posteriormente, se exhibe el problema de la reconstrucción tridimensional, es decir,
la estimación de la matriz de calibración, los parámetros de orientación y posición,
y el cálculo de los puntos tridimensionales (triangulación). Asimismo, se muestran
las configuraciones de las cámaras donde no es posible estimar los parámetros de la
cámara con los algoritmos actuales. Finalmente, se presentan las soluciones propuestas
para resolver este problema al emplear dos o más imágenes.

4.1. Triangulación

Si se tiene una correspondencia de puntos x ↔ x′ de dos imágenes y se conocen
sus matrices de proyección (M, M ′), es posible proyectar una ĺınea por cada punto
(xi, x′

i) hacia el espacio tridimensional, como se muestra en la figura 4.1. En el mejor
de los casos, estas dos ĺıneas deben intersecarse en un punto, al cual se le denomina
punto tridimensional X. A este proceso se le conoce como triangulación [5, 71].

Sin embargo, las imágenes adquiridas por una cámara presentan ruido, el cual se
define como la diferencia o variación entre los puntos de los objetos en la imagen
(x, x′) y los puntos verdaderos (x̄, x̄′) que se obtienen cuando no hay ruido en las
imágenes [5]. Por tal motivo, es necesario emplear métodos que encuentren el mejor
punto tridimensional a partir de las matrices de proyección y las correspondencias
de puntos extráıdas de las imágenes, y que se puedan aplicar en los tres tipos de
reconstrucciones (proyectiva, af́ın y métrica).
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Figura 4.1: Triangulación.

4.1.1. Definición del problema

Si se tiene dos matrices de proyección M y M ′, y una correspondencia de puntos
x ↔ x′ con ruido, entonces, se pueden proyectar dos ĺıneas a partir de estos puntos,
pero es muy posible, que estas ĺıneas no se unan en el espacio tridimensional. Por lo
cual, no existe un punto X que satisfaga exactamente la siguiente relación x = MX
y x′ = M ′X. Por este motivo, es necesario tener un método que estime el punto
tridimensional más cercano a ambas ĺıneas proyectadas y, además, debe ser invariante
bajo los tres tipos de reconstrucciones.

El método de triangulación se expresa como una función τ , la cual calcula el
punto tridimensional a partir de la correspondencia de puntos y un par de matrices
de proyección mediante la siguiente expresión,

X = τ(x,x′, M, M ′), (4.1)

esta función se dice ser invariante bajo cualquier transformación H si,

τ(x,x′, M, M ′) = H−1τ(x,x′, MH−1, M ′H−1). (4.2)

Por ejemplo, al emplear el método del punto medio, la función no cumple que sea
invariante en una reconstrucción proyectiva [71]. Debido a que los conceptos de dis-
tancia y perpendicularidad no son válidos en el contexto del espacio proyectivo y, por
lo tanto, no se cumple la igualdad de la ecuación (4.2).

Para cumplir con la igualdad de la ecuación (4.2), es decir, que el método de trian-
gulación sea invariante, se debe trabajar en un espacio donde el concepto de distancia
exista y sea válido. El único espacio que cumple con esta propiedad y está impĺıcito
en la triangulación es el espacio euclidiano bidimensional, en el cual se encuentran las
correspondencias de puntos de ambas imágenes. El método de triangulación que ope-
ra sobre este espacio, actúa sobre los puntos bidimensionales, los cuales no dependen
del espacio al que pertenecen los puntos tridimensionales (proyectivo, af́ın o métrico).

La idea principal para operar en el espacio bidimensional es calcular la corres-
pondencia de puntos bidimensionales estimados x̂ ↔ x̂′ para cada una de las dos
imágenes, mediante la relación geométrica entre el punto tridimensional y las matri-
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ces de proyección, es decir,

x̂ = MX x̂′ = M ′X.

Posteriormente, se minimiza la distancia entre la correspondencia de puntos de la
imagen y la correspondencia de puntos estimados.

4.1.2. Solución propuesta mediante algoritmos evolutivos

Con base en la definición del problema, se requiere de una solución capaz de reali-
zar el proceso de la triangulación a partir de puntos en la imagen y con la propiedad
de que sea invariante en cualquiera de los tres tipos de reconstrucción, es decir, que
se cumpla la igualdad de la ecuación (4.2) en la reconstrucción proyectiva, af́ın y
métrica. Asimismo, tal solución debe ser capaz de dar buenos resultados aún cuan-
do la matriz fundamental o las matrices de proyección sean calculadas a partir de
correspondencias de puntos con ruido.

Los métodos que resuelven el problema de la triangulación y son invariantes ante
cualquier tipo de reconstrucción son: el método polinomial-absoluto y los métodos
iterativos (en particular el método de Levenberg-Marquadt [5]). El método polino-
mial absoluto encuentra la solución óptima cuando las matrices de proyección son
generadas a partir de correspondencias de puntos sin ruido, de lo contrario, los resul-
tados que se obtienen con este método son deplorables, como se muestra en el caṕıtulo
de resultados. Los métodos iterativos definen la función a minimizar por medio del
cuadrado de la distancia euclidiana entre la correspondencia de puntos de la imagen
y la correspondencia de puntos estimados, es decir,

gce(X) = d(x, x̂)2 + d(x′, x̂′)2 = d(x, MX)2 + d(x′, M ′X)2 (4.3)

donde d(∗, ∗) es la distancia euclidiana. Sin embargo, esta distancia no puede ser mi-
nimizada anaĺıticamente, por lo cual, no puede ser empleada en los métodos iterativos
de gradiente. En su lugar se emplea el cuadrado de la distancia euclidiana d(∗, ∗)2.
Al aplicar los métodos iterativos sobre la función gce, se ha demostrado en [71], que
éstos no siempre convergen a soluciones óptimas o cercanas a éstas.

Una alternativa para minimizar esta función es el uso de algoritmos evolutivos.
En general, los algoritmos evolutivos son técnicas de optimización robustas, capaces
de encontrar buenas soluciones, aún en espacios de búsqueda grandes, accidentados y
con ruido, además están entre las menos susceptibles a quedar atrapadas en óptimos
locales, debido a su naturaleza estocástica y al esquema poblacional que adoptan.

Solución propuesta para resolver el problema de la triangulación (mono-
objetivo) con algoritmos evolutivos

La función de la triangulación que se deriva del cuadrado de la distancia eucli-
diana entre los puntos de la imagen y los puntos bidimensionales estimados es, por
naturaleza, una función mono-objetivo. En principio se propuso utilizar un algoritmo
genético [93] y un algoritmo de optimización por cúmulos de part́ıculas (llamado PSO
por sus siglas en inglés) [167] para minimizar esta función. Estos algoritmos tienen
parámetros que se manipulan para aumentar o disminuir: la exploración en el espacio
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de búsqueda, la explotación para encontrar soluciones mı́nimas sobre una zona del
espacio de búsqueda y la velocidad de convergencia.

Una de las bondades de estas heuŕısticas es que se pueden emplear para minimizar
cualquier tipo de funciones, aunque éstas no sean anaĺıticamente tratables. Por este
motivo, el problema mono-objetivo de la triangulación se definió como: encontrar el
punto tridimensional X, tal que minimice la función g definida como,

g(X) = d(x, x̂) + d(x′, x̂′), (4.4)

donde d(∗, ∗) es la distancia euclidiana, x y x′ son la correspondencia de los puntos
de cada imagen, x̂ y x̂′ son la estimación de los puntos bidimensionales.

Las variables a buscar por los algoritmos evolutivos (AG y PSO) de la función
g, es el punto tridimensional X. El punto tridimensional X tiene cuatro variables
(X, Y, Z, W ) en coordenadas homogéneas. Sin embargo, es posible normalizar es-
te punto para que la última entrada sea igual a uno, es decir, [X, Y, Z, W ]T =
λ[X/W, Y/W, Z/W, 1]T = λ[X ′, Y ′, Z ′, 1]T , donde λ es un factor de escala igual a
1/W . De tal forma que sólo se buscan tres variables (X ′, Y ′, Z ′) por cada punto.

Al emplear heuŕısticas evolutivas es necesario definir los ĺımites del espacio de
búsqueda por cada variable. Para este problema se definió que cada variable esté li-
mitada de −1 a 1 con una precisión de 10 decimales. Los ĺımites de las variables
(X ′, Y ′, Z ′) se definieron de esta forma, debido a que no existe inconveniente en que
el punto tridimensional esté normalizado bajo un cierto factor de escala dado por λ.

La primera heuŕıstica empleada es el algoritmo genético. Para utilizar este algo-
ritmo, se necesita codificar cada una de las variables dentro de un cromosoma (se
empleó representación binaria). El tamaño del cromosoma en bits depende del núme-
ro de variables, los ĺımites de cada variable y la precisión que se maneje. Este tamaño
es calculado mediante la siguiente fórmula,

nbi = log2((lsi − lii) ∗ 10pr + 1) + 1, (4.5)

donde nbi es el número de bits de la i-ésima variable, lsi y lii es el ĺımite superior y
el ĺımite inferior de la i-ésima variable y pr es la precisión. Se le suma uno, ya que
se debe agregar el 0 y al final se le suma de nuevo para que, al truncar el valor a un
número entero, tome un bit más para cumplir con la precisión y el intervalo dado.

El siguiente paso es definir la función de aptitud del problema de la triangulación.
Esta función se define mediante la ecuación (4.4), la cual representa la distancia
euclidiana entre los puntos de la imagen y los puntos bidimensionales estimados.

La siguiente heuŕıstica a utilizar es el algoritmo de optimización por cúmulos de
part́ıculas. En este algoritmo se definen las variables (X ′, Y ′, Z ′) en cada part́ıcula
directamente sin tener que pasar de una representación real a una representación
binaria como en el caso del algoritmo genético. Al igual que en cualquier heuŕıstica
evolutiva, es necesario definir los ĺımites del espacio de búsqueda por cada variable.
Para este algoritmo se utilizaron los mismos ĺımites que en la heuŕıstica anterior.
Asimismo, la función de aptitud se definió de igual forma que la función de aptitud
empleada en el algoritmo genético.

En el siguiente caṕıtulo se muestran las gráficas de los resultados de estas dos
heuŕısticas evolutivas. Estas gráficas muestran el desempeño de ambas heuŕısticas,
aśı como los resultados de los métodos de triangulación ya existentes. Al realizar la
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comparación se observa claramente que los resultados obtenidos con las heuŕısticas
no son satisfactorios. Tal comportamiento puede ser causado porque el espacio de
búsqueda se compone de un gran número de óptimos locales y, aunque las heuŕısticas
empleadas son muy robustas, en este caso, no fue posible encontrar el óptimo global
o valores en su vecindad. Se dice entonces que, el espacio de búsqueda tiene un
gran número de óptimos locales porque se observó que una modificación pequeña del
estado actual en el proceso del algoritmo genético o del algoritmo de optimización
por cúmulos de part́ıculas no producen una mejor solución.

Solución propuesta para resolver el problema de la triangulación (multi-
objetivo) con algoritmos evolutivos

Para remover los mı́nimos locales del espacio de búsqueda, Knowles [168] su-
giere replantear el problema mono-objetivo como un problema multi-objetivo. Esta
transformación es llamada multi-objetivización. Jensen muestra en [169], que en una
aplicación donde se tiene un problema muy complejo con una función mono-objetivo,
tras aplicar esta transformación, se mejoraron considerablemente los resultados.

Para realizar la transformación, es necesario separar la función objetivo original del
problema por un conjunto de funciones objetivo o agregar nuevas funciones objetivo
a la función original. En este caso se separó la función principal del problema de la
triangulación y se planteó como dos funciones objetivo. De tal forma que el problema
multi-objetivo de la triangulación se definió como: encontrar el punto tridimensional
X, tal que minimice las siguientes funciones:

g1(X) = d(x, x̂) y g2(X) = d(x′, x̂′), (4.6)

donde cada una de estas funciones representa un objetivo del problema.
Dentro de la optimización evolutiva multi-objetivo (EMOO por sus siglas en

inglés) se han desarrollado un gran número de algoritmos en los últimos años [159,
170, 171]. Sin embargo, uno de los algoritmos más representativos y robustos del es-
tado del arte en esta área es el NSGA-II, el cual ha demostrado ser muy competitivo
en diversos tipos de problemas multi-objetivo [29]. Por tal motivo, se empleó este
algoritmo para resolver el problema de la triangulación en su planteamiento multi-
objetivo. El NSGA-II utiliza representación binaria y real. Diversos autores sugieren
el uso de la representación real cuando se ataca un problema con parámetros rea-
les [90, 172, 173], por ello se empleó esta representación. La aptitud de los individuos
es igual al valor de las funciones objetivo g1 y g2. Los ĺımites de cada variable son los
mismos que se emplearon en los algoritmos evolutivos mono-objetivo.

Cuando se tiene un problema multi-objetivo, las posibles soluciones óptimas se
encuentran en el conjunto óptimo de Pareto [29]. Estas soluciones coinciden con el
óptimo del problema mono-objetivo, de tal forma que la solución al problema original
se debe tomar de este conjunto de soluciones. Para elegir la solución más equitativa se
emplea el frente de Pareto. El frente de Pareto se obtiene al evaluar las soluciones del
conjunto óptimo de Pareto en las funciones g1 y g2. La solución más equitativa es la
solución con el menor valor absoluto de la diferencia de los dos objetivos en el frente
de Pareto (ver figura 4.2). Al aplicar esta elección, se toman en cuenta por igual o de
forma similar, el valor de los puntos de la primera y la segunda imagen.

En el caṕıtulo siguiente se muestran los resultados obtenidos con esta solución
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g1

g2 min |g1 − g2|

Figura 4.2: Valor seleccionado del frente de Pareto.

propuesta. En ellos se puede ver que, efectivamente, al transformar el problema mono-
objetivo a multi-objetivo, se obtuvieron mejores resultados, e incluso mejor que los
mejores métodos que resuelven el problema de la triangulación.

4.2. Reconstrucción tridimensional a partir de dos

imágenes

En esta sección se define el problema de la reconstrucción a partir de dos imágenes,
aśı como las configuraciones cŕıticas donde no es posible obtener una reconstrucción
tridimensional métrica por medio de la geometŕıa epipolar y, finalmente, la solución
que propusimos para evitar estas configuraciones.

4.2.1. Definición del problema

Para obtener una reconstrucción en el espacio métrico a partir de dos imágenes
adquiridas por una cámara sin calibración previa, es necesario calcular las matrices
de proyección. Con base en el modelo de la cámara oscura, las matrices de proyección
se calculan a partir de la matriz de calibración y los parámetros de orientación y
posición, es decir,

M = K[R | t] M ′ = K[R′ | t′], (4.7)

de tal manera que el problema principal en la reconstrucción tridimensional a partir de
puntos en dos imágenes es calibrar la cámara y estimar los parámetros de orientación
y posición de la misma.

El punto de partida de los métodos más robustos que estiman los parámetros de
la cámara es, el cálculo de la matriz fundamental, con base en la geometŕıa epipolar,
a partir de la correspondencia de puntos.

Con la matriz fundamental es posible calibrar la cámara, es decir, encontrar la ma-
triz K; posteriormente se calcula los parámetros de orientación y posición de la cáma-
ra. Al tener todos los parámetros de la cámara se generan las matrices de proyección
y, finalmente se reconstruyen cada uno de los puntos tridimensional (triangulación)
en un espacio métrico.

El proceso de calibración, como se mencionó en los caṕıtulos anteriores, se puede
realizar por distintas técnicas. La técnica más importante es el uso de las ecuaciones de
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Kruppa o las formulaciones que se derivan de ellas [22, 65, 66, 25, 5, 26, 23, 67], debido
a que es la única que sólo necesita conocer la correspondencia de puntos de ambas
imágenes para poder operar. Estas ecuaciones y sus derivaciones actúan directamente
sobre la matriz fundamental.

Configuraciones cŕıticas

El problema principal al emplear las ecuaciones de Kruppa (o sus formulaciones
derivadas), es que existen configuraciones (posiciones de la cámara) cŕıticas, en las
cuales no hay suficientes restricciones para calibrar la cámara y estimar los parámetros
de orientación y posición. En los últimos años estas configuraciones cŕıticas (también
conocidas como degeneraciones) se han reducido a dos [26].

La primera configuración cŕıtica ocurre cuando el eje óptico de la primera cámara
es paralelo al eje óptico de la segunda cámara [26]. Esta configuración se da cuando,
tras haber tomado la primera imagen, la cámara se desplaza a través de una ĺınea
recta y se toma la segunda imagen; es decir, sólo hay una traslación entre los puntos
de la primera imagen y los puntos de la segunda imagen. En este caso, el epipolo e, el
cual es la proyección del centro óptico C de la primera imagen en la segunda imagen,
está en el infinito. De igual forma sucede con el epipolo e′ en la primera imagen. Esta
degeneración se muestra en la figura 4.3.

C C’

x

e e’

x’

X

Figura 4.3: Configuración cŕıtica I: ejes ópticos paralelos.

Cuando se calcula la matriz fundamental en una configuración no cŕıtica, ésta se
puede graficar y visualizar como una cónica no degenerada, es decir, un ćırculo, una
elipse, una parábola o una hipérbola, como se muestra en la figura 4.4.

Sin embargo, cuando se está en la primera degeneración y se calcula la matriz
fundamental, ésta se visualiza como una cónica degenerada. Esta cónica se muestra
en la figura 4.5.

La segunda configuración cŕıtica o degeneración ocurre cuando los ejes ópticos se
intersecan en un punto tridimensional finito y los centros ópticos son equidistantes
a este punto tridimensional [26]. En otras palabras, la distancia del centro óptico
de la primera cámara C al punto donde se intersecan los ejes ópticos, es igual a la
distancia del centro óptico de la segunda cámara C ′ al punto donde se intersecan.
Esta configuración cŕıtica se puede ver como una rotación pura, donde no existe una
traslación. En la figura 4.6 se muestra la segunda configuración cŕıtica.
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Figura 4.4: Gráfica de la matriz fundamental no degenerada.

Figura 4.5: Gráfica de la matriz fundamental en la primera degeneración.

X

x

C

C’

x’
e’

e

Figura 4.6: Configuración cŕıtica II: centros ópticos equidistantes al punto donde se interse-
can los ejes ópticos.

Al calcular la matriz fundamental en esta degeneración, ésta se visualiza como
una cónica degenerada, pero diferente a la cónica de la primera degeneración. Esta
cónica se puede ver en la figura 4.7.

4.2.2. Solución propuesta mediante algoritmos evolutivos

Para evitar caer en las configuraciones cŕıticas se propuso estimar directamente la
matriz de calibración y los parámetros de orientación y posición de la cámara para
cada una de las vistas mediante el modelo de la cámara oscura. Con este modelo es
posible estimar puntos en ambas imágenes conocidos como puntos bidimensionales
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Figura 4.7: Gráfica de la matriz fundamental en la segunda degeneración.

estimados. Al variar los parámetros de la cámara y los puntos tridimensionales se
pretende encontrar aquellos valores que generen los puntos bidimensionales estimados
más cercanos a los puntos de la imagen. Este proceso se muestra en la figura 4.8.

x̂′x̂

C

X

x x′

d d

C′

M M ′

Figura 4.8: Minimización de la distancia euclidiana entre los puntos de la imagen y los puntos
bidimensionales estimados.

De tal forma que la estimación de los parámetros de la cámara se logra a par-
tir de minimizar la distancia euclidiana entre los puntos de la imagen y los puntos
bidimensionales estimados [5], es decir, minimizar la siguiente función,

g(M, M ′,X) = d(x, x̂) + d(x′, x̂′) = d(x, MX) + d(x′, M ′X) (4.8)

donde d(∗, ∗) es la distancia euclidiana, x y x′ son la correspondencia de puntos en
ambas imágenes, x̂ y x̂′ son la correspondencia de puntos bidimensionales estimados,
M y M ′ son las matrices de proyección de la primera y segunda imagen, respectiva-
mente, y X es el punto tridimensional.

Los parámetros que se desean encontrar para generar las dos matrices de pro-
yección son: tres parámetros de orientación y tres parámetros de posición por cada
matriz de proyección, y cinco parámetros de la matriz de calibración.

Asimismo, con las cámaras fotográficas o las cámaras de video que se tienen en
la actualidad es posible asumir que los ṕıxeles son cuadrados (como se mencionó en
el caṕıtulo anterior). Por tal motivo, los factores de escala tiene el mismo valor y el
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parámetro de oblicuidad es igual con cero. Además, es posible suponer que el punto
principal está en el centro de la imagen [66, 26, 23]. De esta manera, el problema se
reduce a encontrar una sola variable de la matriz de calibración (longitud del foco).

Al final, el número total de variables a estimar del problema es de: una variable
de la matriz de calibración (f), tres variables de orientación de la primera matriz de
proyección (α, β y γ), tres variables de orientación de la segunda matriz de proyección
(α′, β ′ y γ′), tres variables de posición de la primera matriz de proyección (tx, ty y
tz), tres variables de posición de la segunda matriz de proyección(t′x, t′y y t′z), y 4× n
variables de los n puntos tridimensionales, donde cada punto tridimensional se expresa
como X = [X, Y, Z, W ]T .

La función g a minimizar, definida en la expresión (4.8), se evalúa en términos de
las variables a estimar de la siguiente forma:

g(M, M ′,X) = d(x, x̂) + d(x′, x̂′)

=
√

(x − x̂)2 + (y − ŷ)2 +
√

(x′ − x̂′)2 + (y′ − ŷ′)2

donde (x, y) y (x′, y′) son los puntos de la primera y segunda imagen, respectivamente,
(x̂, ŷ) y (x̂′, ŷ′) son los puntos bidimensionales estimados para la primera y segunda
imagen, respectivamente. Cada punto estimado de la primera imagen se obtiene me-
diante la expresión x̂ = MX1, es decir,

x̂ =




x̂
ŷ
1


 =

1

ŵ




û
v̂
ŵ


 ,




û
v̂
ŵ


 =




m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34







X
Y
Z
W


 ,

de tal forma que el valor de x̂ y ŷ queda expresado como,

x̂ =
Xm11 + Y m12 + Zm13 + Wm14

Xm31 + Y m32 + Zm33 + Wm34
, (4.9)

y,

ŷ =
Xm21 + Y m22 + Zm23 + Wm24

Xm31 + Y m32 + Zm33 + Wm34

, (4.10)

donde mij es el valor del i-ésimo renglón y la j-ésima columna de la matriz M . Al
sustituir los parámetros de la cámara en la matriz M se obtiene la siguiente expresión,

M =




f 0 ox

0 f oy

0 0 1






r11 r12 r13 tx
r21 r22 r23 ty
r31 r32 r33 tz




=




fr11 + oxr31 fr12 + oxr32 fr13 + oxr33 ftx + oxtz
fr21 + oyr31 fr22 + oyr32 fr23 + oyr33 fty + oytz

r31 r32 r33 tz



 .

1Es claro que el cálculo de cada punto estimado de la segunda imagen emplea la misma expresión
pero con su propia matriz de proyección M ′.
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Si se sustituyen estos valores en las ecuaciones (4.9) y (4.10) se generan las siguientes
ecuaciones,

x̂ =
X(fr11 + oxr31) + Y (fr12 + oxr32) + Z(fr13 + oxr33) + W (ftx + oxtz)

Xr31 + Y r32 + Zr33 + Wtz
,

ŷ =
X(fr21 + oyr31) + Y (fr22 + oyr32) + Z(fr23 + oyr33) + W (fty + oytz)

Xr31 + Y r32 + Zr33 + Wtz
,

donde rij es el valor del i-ésimo renglón y la j-ésima columna de la matriz de rotación.
La matriz de rotación R se representa mediante la convención de los ángulos de
balanceo, inclinación y orientación [174, 175] de la siguiente forma,

R = RZ(γ)RY β)RX(α)

=




cos α − sen α 0
sen α cos α 0

0 0 1






cos β 0 sen β
0 1 0

− sen β 0 cos β






1 0 0
0 cos γ − sen γ
0 sen γ cos γ




=




cos β cos α sen γ sen β cos α − cos γ sen α cos γ sen β cos α + sen γ sen α
cos β sen α sen γ sen β sen α + cos γ cos α cos γ sen β sen α − sen γ cos α
− sen β sen γ cos β cos γ cos β



 ,

la cual representa la rotación de cada eje coordenado, comenzando por el eje X y
terminando en el eje Z.

Ya que se ha mostrado como se evalúa la función g mediante las variables a estimar,
es necesario definir esta función como la función objetivo del problema. Para lograrlo,
se debe contemplar las n correspondencias de puntos de ambas imágenes, de tal forma
que la función objetivo se define como:

gobj(M, M ′,Xi) =
1

n

n∑

i=1

(
d(xi, x̂i) + d(x′

i, x̂
′

i)
)

(4.11)

Se ha demostrado que el espacio de búsqueda de esta función, altamente no lineal [176]
y multimodal [177], presenta una gran cantidad de óptimos locales [178, 179, 180, 176].
En consecuencia, los métodos iterativos para optimización de funciones no lineales ne-
cesitan de un valor inicial cercano a la solución óptima para converger, de lo contrario
se quedan atrapados en óptimos locales [19, 178, 5, 179]. Por tal motivo, es necesario
emplear un algoritmo de optimización que tenga un mecanismo de exploración tan
eficaz que sea muy dif́ıcil que quede atrapado en óptimos locales. Los algoritmos que
cumplen con lo anterior son los algoritmos evolutivos, además, tienen la capacidad de
operar en dimensiones como las que presenta este problema.

En el Congreso de Computación Evolutiva de 2005 hubo una sesión especial donde
se pusieron a prueba los diferentes algoritmos evolutivos para la optimización de fun-
ciones con parámetros reales sobre un conjunto de 25 funciones [130]. En la sección D.1
del apéndice D se presentan los algoritmos evolutivos que se pusieron a prueba y un
análisis comparativo con base a los resultados presentados en esta sesión. De acuerdo
a este análisis, los mejores algoritmos para funciones con diez variables son: las es-
trategias evolutivas (en su versión G-CMA-ES [111]) y la evolución diferencial (en su
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versión rand/1/bin [140]).
No obstante, el problema de la reconstrucción tridimensional tiene 13 variables

que pertenecen a los parámetros de la cámara y 4 × n variables de los n puntos tri-
dimensionales. En la segunda solución propuesta para resolver este problema, la cual
se presenta más adelante, el número de variables se reduce a 13 (calcular solamente
los parámetros de la cámara). Sin embargo, en algunos experimentos se añadieron las
variables ox y oy, las cuales pertenecen al punto principal. Es por ello que el número
máximo de variables, para el problema de la reconstrucción tridimensional que se
presenta en esta tesis, es de 15.

Con base en el número máximo de variables, se generó un experimento donde se
pusieron a prueba las estrategias evolutivas y la evolución diferencial. En la sección D.2
del apéndice D se muestra la configuración de este experimento y los resultados obte-
nidos por ambos algoritmos. Estos resultados muestran que ambos algoritmos tienen
un buen desempeño, aunque la evolución diferencial es ligeramente mejor que las es-
trategias evolutivas. Sin embargo, la elección entre ambos algoritmos fue marcada
por su complejidad. Las estrategias evolutivas presentan una complejidad 5.2 veces
mayor a la complejidad de la evolución diferencial en el caso de 90,000 evaluaciones
de la función objetivo, y ésta se incrementa cuando se realiza un número mayor de
evaluaciones. Es por ello que la evolución diferencial es una muy buena opción para
aplicarse en este problema. De hecho se sugiere como primera opción cuando se tiene
un problema de optimización con parámetros reales [122].

El siguiente paso es definir los ĺımites de cada variable. En principio, la longitud
del foco se estableció dentro del intervalo de [10, 1000], debido a que los art́ıculos
consultados hasta ese momento [66, 4, 5, 26] encontraban el valor del foco entre
[300, 900]. Posteriormente, este intervalo se incrementó a [10, 1500], ya que se en-
contró en [24, 178, 69] que el foco puede alcanzar estos valores. En cuanto a los
ángulos de rotación, las cámaras pueden tener una rotación, en su caso extremo, de
180 grados al tomar cada imagen 2, por ello el intervalo se estableció de [0, π]. Para el
vector de traslación y las variables de los puntos tridimensionales, es posible normali-
zar sus valores, de tal forma que queden dentro de un cubo de 2 unidades de tamaño,
es decir, dentro del intervalo de [−1, 1].

La primera solución propuesta (SPI) para atacar este problema, estima los tre-
ce parámetros de la cámara más las 4 × n variables de los puntos tridimensionales
mediante la minimización de la función gobj (expresada por la ecuación (4.11)). Para
minimizar esta función se empleó la evolución diferencial. La evaluación de la función
objetivo para cada individuo se muestra en el algoritmo 9.

Al ejecutar la SPI, se observó que se necesitan en promedio de 450,000 a 500,000
generaciones para obtener una solución cercana al óptimo o la solución óptima; este
comportamiento se muestra en las gráficas de convergencia del caṕıtulo de resultados.
Al necesitar de un número tan alto de generaciones, el tiempo de ejecución también es
demasiado alto. Para disminuir el número de generaciones, se propuso la solución II
(SPII), la cual en lugar de estimar los puntos tridimensionales mediante la evolución
diferencial, calcula tales puntos con un método de triangulación. Con la SPII, además
de reducir el número de generaciones, como se muestra en los resultados, también se
reduce el número de variables a 13, las cuales pertenecen solamente a los parámetros
de la cámara de ambas vistas.

2En el caso extremo no seŕıa posible obtener las correspondencias de puntos.
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Algoritmo 9 - SPI, evaluación de un individuo

Entrada: Un individuo igk.
Salida: La evaluación de igk mediante la función objetivo gobj expresada en (4.11).
1: Extraer de igk el parámetro intŕınseco (f) de la cámara.
2: Extraer de igk los parámetros de orientación (θ, β, γ) y posición (tx, ty, tz) para la

primera vista.
3: Extraer de igk los parámetros de orientación (θ′, β ′, γ′) y posición (t′x, t

′

y, t
′

z) para
la segunda vista.

4: Extraer de igk las 4 × n variables de los puntos tridimensionales.
5: Generar las dos matrices de proyección M = K[R | t] y M ′ = K[R′ | t′].
6: Para i = 1 hasta n hacer
7: Calcular los puntos bidimensionales estimados (x̂i, x̂′

i) a partir de las matrices
de proyección y el i-ésimo punto tridimensional extraido de igk.

8: Evaluar la función g mediante la ecuación (4.8).
9: Fin

10: Regresar la media de las n evaluaciones de la función g, es decir, la evaluación de
la función objetivo gobj .

Existen diversos métodos para realizar el proceso de la triangulación [71, 181] a
partir de las correspondencias de puntos (como se muestra en el segundo caṕıtulo).
Sin embargo, los métodos que dan buenos resultados y, además, presentan un tiempo
de ejecución bajo, son los métodos lineales [71, 5].

Estos métodos se derivan de las ecuaciones que relacionan el punto tridimensional
en el mundo con el punto bidimensional en la imagen, con base en el modelo de la
cámara oscura, es decir, x̂i = MXi y x̂′

i = M ′Xi.

Por cada vista se generan dos ecuaciones linealmente independientes. Estas ecua-
ciones se combinan para formar un sistema de ecuaciones lineales homogéneo AX = 0,
donde la matriz A está representada como,

A =




x̂m3T − m1T

ŷm3T − m2T

x̂′m′3T − m′1T

ŷ′m′3T −m′2T


 , (4.12)

donde miT and m′iT son los i-ésimos renglones de las matrices de proyección M y
M ′, respectivamente. El sistema de ecuaciones lineales homogéneo se puede resolver
mediante la descomposición en valores singulares (DVS) de la matriz A [71, 5].

Al utilizar la SPII para estimar los parámetros de la cámara y reconstruir los
puntos tridimensionales, el número de generaciones se redujo, en promedio, a 5,000 y
10,000 generaciones. No obstante, aunque se redujo el tiempo de ejecución, éste aún
sigue siendo alto debido al cálculo de la DVS. Para reducir aún más el tiempo de
ejecución, se puede transformar el sistema lineal homogéneo en un sistema lineal no
homogéneo al emplear el punto tridimensional como X = [X, Y, Z, 1]T . De esta forma,
se tienen cuatro ecuaciones con tres incógnitas AX = b.

Para resolver este sistema de ecuaciones, se usó la relación A−1AX = A−1b, que
es el método de las ecuaciones normales, equivalente a encontrar una estimación por
mı́nimos cuadrados; este sistema de ecuaciones lineales se resolvió expĺıcitamente con
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la regla de Cramer [182].
Al utilizar este método se reduce el tiempo de ejecución y se obtienen los mismos

resultados con el mismo número de generaciones. La evaluación de la función objetivo
sobre cada individuo se muestra en el algoritmo 10.

Algoritmo 10 - SPII, evaluación de un individuo

Entrada: Un individuo igk.
Salida: La evaluación de igk mediante la función objetivo gobj expresada en (4.11).
1: Extraer de igk el parámetros intŕınseco (f) de la cámara.
2: Extraer de igk los parámetros de orientación (θ, β, γ) y posición (tx, ty, tz) para la

primera vista.
3: Extraer de igk los parámetros de orientación (θ′, β ′, γ′) y posición (t′x, t

′

y, t
′

z) para
la segunda vista.

4: Generar las dos matrices de proyección M = K[R | t], M ′ = K[R′ | t′].
5: Para i = 1 hasta n hacer
6: Estimar el punto tridimensional con el método de ecuaciones normales.
7: Calcular los puntos estimados (x̂i, x̂′

i) a partir de las matrices de proyección y
el i-ésimo punto tridimensional estimado.

8: Evaluar la función g mediante la ecuación (4.8).
9: Fin

10: Regresar la media de las n evaluaciones de la función g, es decir, la evaluación de
la función objetivo gobj .

En el siguiente caṕıtulo se muestran los resultados de la SPII, al ser aplicada tanto
en las configuraciones no cŕıticas como en las cŕıticas. Los resultados muestran que
la SPII es capaz de encontrar reconstrucciones correctas en estas configuraciones.

4.3. Reconstrucción tridimensional a partir de tres

o más imágenes

En ocasiones, es posible contar con tres o más imágenes para obtener la recons-
trucción tridimensional de un objeto o de una escena. Por lo cual, es necesario contar
con una solución que sea capaz de operar con tres o más imágenes, las cuales deben
ser adquiridas por una misma cámara.

4.3.1. Definición del problema

Cuando se cuenta con tres o más imágenes adquiridas por la misma cámara y se
requiere realizar una reconstrucción tridimensional, es necesario calibrar la cámara y
estimar los parámetros de orientación y posición de la misma por cada imagen, con
la finalidad de generar cada una de las matrices de proyección,

Mj = K[Rj | tj] ∀ 3 ≤ j ≤ m, (4.13)

donde m es el número total de imágenes, y calcular los puntos tridimensionales me-
diante las matrices de proyección y las correspondencias de puntos.
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El problema parte de n correspondencias de puntos, las cuales se generan a partir
de puntos en las imágenes. Sin embargo, ningún punto es visible en todas las imágenes
(si se adquirieron imágenes que cubran todo el objeto), por lo cual se debe conocer a
qué imágenes pertenece, para obtener el punto tridimensional.

4.3.2. Solución propuesta mediante algoritmos evolutivos

Para resolver el problema de la reconstrucción tridimensional a partir de tres o
más imágenes se propuso la solución III (SPIII), la cual es una extensión de la SPII y
emplea también la evolución diferencial. Esta solución se divide en dos fases: la prime-
ra se encarga de calibrar la cámara, estimar los parámetros de orientación y posición
de las dos vistas, y calcular los puntos tridimensionales correspondientes a tales vistas
a partir de las primeras dos imágenes; en la segunda fase se estiman los parámetros
de orientación y posición de las vistas restantes, aśı como los puntos tridimensionales
correspondientes a estas vistas. Cabe señalar que todas las correspondencias de puntos
cuentan con un identificador para saber a qué vistas pertenecen. En el algoritmo 11
se muestra la SPIII.

Algoritmo 11 - SPIII

Entrada: Las n correspondencias de puntos de las m imágenes.
Salida: Los n puntos tridimensionales, la matriz de calibración y los parámetros de

orientación y posición de cada una de las vistas.
1: Primera fase: estimar la matriz de calibración, los parámetros de orientación y

posición, y los r puntos tridimensionales de las primeras dos vistas mediante la
SPII. Las r correspondencias de puntos se toman de las n correspondencias de
puntos con la restricción de que pertenezcan a la primera y a la segunda imagen.

2: Para j = 3 hasta m hacer
3: Segunda fase: estimar los parámetros de orientación y posición de la j-ésima

vista y los puntos tridimensionales restantes que pertenecen a la vista anterior
(j − 1) y a la vista actual (j) los cuales no han sido estimados previamen-
te. Para calcular estos parámetros y los puntos tridimensionales se emplea el
algoritmo 12 llamado vistas extras.

4: Fin

La primera fase emplea la SPII y sólo actúa sobre r correspondencias de pun-
tos que pertenecen a la primera y a la segunda imagen, las cuales se pueden elegir
arbitrariamente, siempre y cuando existan correspondencias de puntos entre ellas.

La segunda fase se repite hasta que se hayan empleado las m vistas. En cada
iteración se almacenan los puntos tridimensionales obtenidos y los parámetros de
orientación y posición de la vista actual. Posteriormente, estos valores se emplean
en la siguiente iteración como entrada del algoritmo, catalogados como valores de
la vista anterior. Al menos deben existir tres vistas que compartan cierto número
de correspondencias de puntos (en los experimentos fueron necesarios al menos 8
correspondencias de puntos). En el algoritmo 12 se muestra la segunda fase de la
SPIII, con el nombre de vistas extras. Este algoritmo también emplea la evolución
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diferencial y evalúa a cada individuo mediante la siguiente función,

gve(Rj , tj,X
j
i , s) =

1

q

q∑

i=1

(
d(xj−1

i , x̂j−1
i ) + d(x′j

i , x̂′j
i )
)
, (4.14)

donde s es un factor de escala que también se estima y es necesario para lograr la
convergencia del algoritmo en la segunda fase.
Los pasos para realizar esta evaluación se muestran en el algoritmo 13. En el siguien-
te caṕıtulo en la Sec. 5.3, (en la pág. 85) se muestra el desempeño de la SPIII al
reconstruir dos objetos diferentes a partir de cuatro imágenes.

Algoritmo 12 - Vistas extras

Entrada: K, Rj−1, tj−1, las c correspondencias de puntos pertenecientes a la vista
anterior (j − 1) y a la vista actual (j), y los q puntos tridimensionales calculados
previamente que pertenecen a ambas vistas.

Salida: Los parámetros de orientación y posición de la vista actual y los c puntos
tridimensionales que pertenecen a ambas vistas.

1: Inicializar la población.
2: Evaluar cada uno de los p individuos de la población mediante el algoritmo 13.
3: Para 1 ≤ g ≤ número de generaciones hacer
4: Para 1 ≤ k ≤ p hacer
5: Ejecutar los pasos propios de la evolución diferencial y efectuar la evaluación

de igk mediante el algoritmo 13.
6: Fin
7: Fin
8: Extraer los parámetros de orientación y posición de la vista actual del mejor

individuo de la población.
9: Estimar los c−q puntos tridimensionales que pertenecen a ambas vistas, los cuales

no han sido estimados previamente.

Algoritmo 13 - Evaluación del individuo para vistas extras

Entrada: Un individuo igk, K, Rj−1 y tj−1.
Salida: La evaluación de igk mediante la función gev expresada en (4.14).
1: Extraer de igk los parámetros de orientación (θj , βj, γj) y posición (txj, tyj , tzj)

pertenecientes a la j-ésima vista.
2: Extraer de igk el factor de escala s.
3: Generar las dos matrices de proyección Mj−1 = K[Rj−1|tj−1] y Mj = K[Rj |stj].
4: Para i = 1 hasta q hacer
5: Calcular los puntos estimados a partir de las matrices de proyección y el i-ésimo

punto tridimensional, el cual es estimado en la fase o iteración anterior.
6: Evaluar la función g mediante la ecuación (4.8).
7: Fin
8: Regresar la media de las q evaluaciones de la función g, es decir, la evaluación de

la función objetivo gve.
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Caṕıtulo 5

Resultados

Para demostrar el desempeño de las soluciones propuestas es necesario ponerlas
a prueba bajo diversos escenarios. En principio, se muestran los experimentos del
problema de la triangulación, donde se emplearon puntos con ruido para observar
su desempeño y, posteriormente, se presentan los experimentos del problema de la
reconstrucción tridimensional. En estos experimentos se emplearon correspondencias
de puntos con cierto nivel de ruido, a partir de imágenes simuladas y reales, en
configuraciones y superficies cŕıticas y no cŕıticas.

5.1. Triangulación

El problema de la triangulación se atacó de dos formas distintas: como un problema
de optimización mono-objetivo y como un problema de optimización multi-objetivo.
En ambas pruebas se tomaron los mismos escenarios. Sin embargo, se observa una gran
diferencia en los resultados, inclinándose la balanza hacia la solución del problema
mediante optimización multi-objetivo. A continuación se muestran los resultados y la
comparación con los mejores métodos de triangulación publicados.

5.1.1. Solución propuesta aplicada al problema de triangula-

ción mono-objetivo

Para realizar las pruebas se utilizó un conjunto de correspondencias de puntos
bidimensionales que fueron generadas de forma sintética, a partir de proyectar un
poliedro en dos imágenes con sus respectivas matrices de proyección arbitrarias.

El conjunto se compone de 24 correspondencias de puntos, de las cuales se toma-
ron aleatoriamente 8, 12, 16 y 20 correspondencias de puntos. Posteriormente, se les
añadió ruido gaussiano con base en la ráız cuadrada media (RMS por sus siglas en
inglés) con media cero y desviación estándar k (en ṕıxeles), para k desde 1 hasta 8.
Esto permite generar imágenes sintéticas con diferentes niveles de ruido. Este tipo de
ruido comúnmente se emplea para modelar el ruido presente en las imágenes y se usa
para observar el desempeño de los algoritmos en el área de visión por computadora [5].

Para obtener las matrices de proyección, se parte del cálculo de la matriz funda-
mental y el uso de un método de optimización (Levenberg-Marquadt), que minimiza
el cuadrado de la distancia euclidiana entre las ĺıneas epipolares y los puntos en ambas
imágenes [5]. Este algoritmo tiene como entrada la correspondencia de puntos y a la
salida la matriz fundamental, de la cual se desprenden las matrices de proyección. Es-
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5.1 Triangulación

tas matrices de proyección están bajo una transformación proyectiva. Por tal motivo,
los puntos tridimensionales obtenidos están en un espacio proyectivo.

Para resolver este problema de optimización mono-objetivo se emplearon dos algo-
ritmos evolutivos: un algoritmo genético y el algoritmo de optimización por cúmulos
de part́ıculas. Para el algoritmo genético se implementaron las siguientes variantes:

Tipo de selección: torneo binario, ruleta, sobrante estocástico.

Tipo de cruza: un punto, dos puntos.

Con los siguientes parámetros:

Población: 50, 100 y 200 individuos.

Número de generaciones: 10,000, 20,000 y 50,000.

Porcentaje de mutación: 0.1, 1/L, 2/L, donde L es la longitud de la cadena
binaria.

Por cada variante y combinación de parámetros se realizaron 30 ejecuciones, de las
cuales se calculó la media con base en la función de aptitud.

En el caso del algoritmo de optimización por cúmulos de part́ıculas, también se
realizaron 30 ejecuciones y se utilizaron los siguientes parámetros:

Población: 50, 100 y 200 individuos.

Número de generaciones: 100,000, 500,000 y 1,000,000.

C1 = 1.4962.

C2 = 1.4962.

W = 0.7298.
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Figura 5.1: Comparativa de los métodos LLS, Poly-Abs, algoritmo genético (GA) y algo-
ritmo de optimización por cúmulos de part́ıculas (PSO) para el problema de triangulación

bajo una reconstrucción proyectiva.
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Con la finalidad de realizar una comparativa más visible, en la figura 5.1 se mues-
tran las gráficas de los resultados de ambos algoritmos (media de la función objetivo):
el algoritmo genético (GA) y el de optimización por cúmulos de part́ıculas (PSO).
Asimismo, se presentan los resultados del método lineal de mı́nimos cuadrados (LLS)
y del método polinomial-absoluto (Poly-Abs) conocidos como los mejores métodos
de triangulación [5, 71]. En las gráficas de la figura 5.1 se observa que los resultados
obtenidos no fueron satisfactorios para ninguno de los dos algoritmos evolutivos. Es
muy probable que el espacio de búsqueda esté compuesto por un gran número de
óptimos locales, de tal forma que estas dos heuŕısticas quedan atrapadas en ellos.

5.1.2. Solución propuesta aplicada al problema de triangula-

ción multi-objetivo

En vista de los resultados obtenidos se optó por modificar la función del problema
y tratarla como una función multi-objetivo. Esta nueva función se ajustó al algoritmo
NSGA-II de la siguiente manera: cada variable del punto tridimensional (X ′, Y ′, Z ′)
fueron codificadas usando representación real, la aptitud de los individuos es igual al
valor de las funciones objetivo g1(X) y g2(X) (Eqs. (4.3)) y los ĺımites de las variables
(X ′, Y ′, Z ′) van de [−1, 1].

Para mostrar el desempeño de esta solución se utilizaron 24 correspondencias de
puntos generadas sintéticamente a partir de un poliedro regular al igual que el expe-
rimento anterior. De éstas se tomaron aleatoriamente 8, 12, 16 y 20 correspondencias.
A cada punto se le agregó ruido gaussiano con base en la ráız cuadrada media con
media cero y desviación estándar de k ṕıxeles, con k desde 1 hasta 8. A partir de
las correspondencias de puntos se calculó la matriz fundamental y se estimaron las
matrices de proyección, necesarias para realizar la triangulación.

El algoritmo NSGA-II tiene ciertos parámetros para su operación. Al igual que en
los algoritmos evolutivos mono-objetivo, éste fue probado con distintos parámetros
que se listan a continuación:

Número de generaciones: 100, 300, 500 y 1,000

Porcentaje de cruza: 0.1, 0.3, 0.7 y 0.9

Porcentaje de mutación: 0.33, 0.66 y 1

Tamaño de población: 50, 100 y 200

Al calcular la media de las dos funciones a partir de 30 ejecuciones, el conjunto de
parámetros que dio mejores resultados es el siguiente: 300 generaciones, 100 individuos
en la población, porcentaje de cruza de 0.9 y porcentaje de mutación de 0.33.

Las gráficas que se muestran en la figura 5.2 pertenecen a la media del error de
las 30 ejecuciones que se realizaron con el algoritmo NSGA-II y el error obtenido
con los métodos de triangulación LLS y Poly-Abs. Se observa claramente que, si
sólo se toman 8 o 12 correspondencias de puntos (figs. 5.2a y 5.2b) para estimar
la matriz fundamental y por ende, las matrices de proyección, el NSGA-II ofrece
mejores resultados que los otros dos métodos. Esto se ve más marcado cuando se
presenta un nivel de ruido mayor en los puntos. Sin embargo, cuando se toman 16 o
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20 correspondencias de puntos (figs. 5.2c y 5.2d) el desempeño del NSGA-II es similar
al desempeño del método LLS.

Debido a su buen desempeño bajo un espacio proyectivo, el siguiente paso fue
probarlo bajo un espacio af́ın. Al igual que en el experimento anterior, se tomaron
aleatoriamente 8, 12, 16 y 20 correspondencias de puntos de un conjunto de 24. Con
estas correspondencias se estimó la matriz fundamental y se calcularon las matrices de
proyección. Con estas matrices de proyección se obtienen puntos tridimensionales en el
espacio proyectivo, por lo cual es necesario aplicar una transformación a estas matrices
que permita obtener puntos tridimensionales en el espacio af́ın. Esta transformación
fue previamente calculada a partir de las 24 correspondencias de puntos sin ruido.
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Figura 5.2: Comparación de los métodos NSGA-II, LLS y Poly-Abs bajo una reconstrucción
proyectiva. El número de correspondencias de puntos para calcular la matriz fundamental

es de: (a) 8, (b) 12, (c) 16 y (d) 20.

Las gráficas que se muestran en la figura 5.3 corresponden a la media del error
de 30 ejecuciones del algoritmo NSGA-II con el mismo conjunto de parámetros que
en el experimento anterior. Asimismo, se muestran los resultados de los métodos de
triangulación LLS y Poly-Abs. En estas gráficas se observa que, bajo el espacio af́ın, si
sólo se toman 8 correspondencias de puntos (ver fig. 5.3a) el NSGA-II obtiene menor
error que los otros dos métodos y este desempeño se incrementa cuando el nivel de
ruido en los puntos es mayor.

Cuando se tienen 12 correspondencias de puntos y mayor nivel de ruido en los
puntos, se observa que la solución propuesta con el algoritmo NSGA-II es ligeramente
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Figura 5.3: Comparación de los métodos NSGA-II, LLS y Poly-Abs bajo una reconstrucción
af́ın. El número de correspondencias de puntos para calcular la matriz fundamental es de:

(a) 8, (b) 12, (c) 16 y (d) 20.

mejor que el método LLS (ver fig. 5.3b). No obstante, cuando se toman 12, 16 o 20
correspondencias de puntos se observa en las figuras 5.3b, 5.3c y 5.3d que el desempeño
del NSGA-II es similar al desempeño del método LLS.

La base del método Poly-Abs es la matriz fundamental y dado que ésta fue esti-
mada a partir de las correspondencias de puntos con ruido, este método presenta un
pésimo desempeño. Cabe señalar que si la matriz fundamental es calculada a partir de
correspondencias de puntos sin ruido, este algoritmo obtiene el óptimo global [5, 71].

5.2. Reconstrucción tridimensional a partir de dos

imágenes

Cuando se adquieren las imágenes de un cierto escenario del mundo real, éstas
puede ser tomadas de distintas posiciones (configuraciones de la cámara). Es muy
probable que la persona no preste atención a la posición de la cámara al tomar las
imágenes. Si esta persona desea realizar una reconstrucción tridimensional métrica de
los objetos a partir de dos imágenes con los algoritmos actuales, sólo podrá hacerlo si
no cae dentro de una configuración cŕıtica. Por desgracia es probable que esté dentro
de una configuración cŕıtica, ya que la persona puede adquirir las imágenes hacia un
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5.2 Reconstrucción tridimensional a partir de dos imágenes

costado caminando en ĺınea recta o girando alrededor del objeto a reconstruir.
En esta sección se presenta parte de un extenso conjunto de experimentos don-

de se emplean las soluciones propuestas para mostrar su desempeño. El resto de los
experimentos se muestran en los apéndices B y C. Estos experimentos incluyen esce-
narios virtuales con diferentes niveles de ruido y escenarios reales. Para ambos casos,
solamente se ocupan dos imágenes que contienen objetos con superficies regulares e
irregulares. Estas imágenes se generan o adquieren sobre configuraciones no cŕıticas y,
la parte más importante, sobre configuraciones cŕıticas (donde los algoritmos actuales
no pueden obtener una reconstrucción).

5.2.1. SPI en configuraciones no cŕıticas

El primer experimento exhibe a la solución propuesta I (SPI) bajo un escenario
con diferentes niveles de ruido y en una configuración no cŕıtica. Esta prueba se
realizó sobre un par de imágenes sintéticas, las cuales fueron generadas a partir de
puntos tridimensionales que conforman a una esfera (ver fig. 5.4).

Figura 5.4: Esfera sintética.

Se entiende por imagen sintética al conjunto de puntos bidimensionales que fueron
calculados a partir de proyectar los puntos tridimensionales del objeto en cuestión,
mediante el modelo de la cámara oscura por cada imagen, es decir, x = MX y
x′ = M ′X. Para esta prueba, la matriz de calibración que se utiliza en ambas cámara,
es de la siguiente forma:

K =




f 0 0
0 f 0
0 0 1


,

es decir, las coordenadas del centro de proyección están en el origen, los ṕıxeles son
cuadrados y el único valor que se asigna es la longitud del foco.

Los valores que se utilizaron para generar la matriz de rotación, el vector de
traslación y la matriz de los parámetros intŕınsecos de la primera matriz de proyección
son:

α =10, β =20, γ =10.
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tx =3, ty =6, tz =12.

Longitud del foco: 150.

para la segunda matriz de proyección los valores propuestos son:

α′ =30, β ′ =15, γ′ =20.

t′x =5, t′y =2, t′z =13.

Longitud del foco: 150.

Los ángulos de ambas matrices de proyección están expresados en grados. Para este
experimento, se utilizaron n correspondencias de puntos sin ruido y con k niveles de
ruido gaussiano. El ruido gaussiano RMS utilizado va de 1 a 3 ṕıxeles.

El siguiente paso es definir los parámetros de control (constante de diferencia, cons-
tante de recombinación, tamaño de población y número de generaciones) del algoritmo
de evolución diferencial. De acuerdo al criterio para la elección de los parámetros de
la evolución diferencial propuesto por Mezura et al., en [133], éstos se fijaron con los
siguientes valores: 30 individuos en la población, la constante de recombinación de
0.9 y la constante de diferencia de 0.85.

El número de variables que se emplean en este experimento son 13 + 4 × n; seis
variables que corresponden a los ángulos que generan las matrices de rotación de
cada vista, seis variables que conforman los vectores de traslación de cada vista, una
variable que corresponde a la longitud del foco y 4 × n variables que corresponden a
las coordenadas homogéneas de los n puntos en el mundo.

El espacio de búsqueda está definido por el intervalo de cada variable. Para las
variables que generan la matriz de rotación (α, β y γ), el intervalo es de [0, π]; para
las variables que conforman el vector de traslación, el intervalo es de [−1, 1]; para la
longitud del foco, el intervalo que se estableció es de [10, 1000], finalmente, para las
variables (X, Y, Z, W ) el intervalo es de [−1, 1].
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Figura 5.5: Gráfica de convergencia de una ejecución al emplear la SPI.

Se necesitaron 500,000 generaciones para que el algoritmo converja a una solución
cercana al óptimo global1. Se realizaron 30 ejecuciones del algoritmo sobre 8, 12, 16

1En el siguiente caṕıtulo, se presenta el criterio para decidir, si la solución obtenida está en la
vecindad del óptimo global o probablemente es la solución global.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.6: Reconstrucción tridimensional de la esfera: (a) generación 10,000, (b) generación
100,000, (c) generación 250,000 y (d) generación 500,000.

y 20 correspondencias de puntos sin ruido y con ruido gaussiano RMS de 1, 2 y 3
ṕıxeles. En la figura 5.5 se muestra la gráfica de convergencia de una ejecución con 16
correspondencias de puntos sin ruido. En ella se observa que el algoritmo necesita de
un número alto de generaciones para alcanzar una solución en la vecindad del óptimo
global y, por lo tanto, una reconstrucción tridimensional métrica semejante al objeto
real. Asimismo, se puede observar en la figura 5.6 cómo se está reconstruyendo el
objeto a través de las generaciones y al llegar a la generación 500,000, la figura es casi
idéntica en estructura (bajo una transformación de similitud) a la esfera real.

En la tabla 5.2.1 se muestran las estad́ısticas pertenecientes al error calculado por
la siguiente ecuación,

er =
1√
4n

(
n∑

i=1

d(xi, x̂i)
2 +

n∑

i=1

d(x′

i, x̂
′

i)
2

)1/2

(5.1)

Este error corresponde a la ráız cuadrada media (RMS por sus siglas en inglés).

El desempeño del algoritmo es muy bueno de acuerdo las estad́ısticas mostradas
y a la visualización del objeto reconstruido (ver fig. 5.6d). Sin embargo, el tiempo de
ejecución es bastante alto y se incrementa de forma lineal al aumentar el número de
puntos, como se muestra en la tabla 5.2.
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Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
8 0 0.00 0.00 0.01 0.00 [0.00,0.01]

1 0.06 0.23 0.45 0.13 [0.16,0.29]
2 0.51 0.75 0.99 0.15 [0.67,0.82]
3 1.14 1.28 1.52 0.13 [1.22,1.35]

12 0 0.02 0.04 0.10 0.02 [0.03,0.06]
1 0.24 0.30 0.51 0.06 [0.28,0.35]
2 1.35 1.44 1.56 0.06 [1.41,1.47]
3 1.46 1.57 1.69 0.08 [1.54,1.61]

16 0 0.02 0.08 0.23 0.06 [0.06,0.12]
1 0.29 0.45 0.99 0.20 [0.37,0.61]
2 1.37 1.61 1.96 0.16 [1.54,1.75]
3 2.04 2.23 2.73 0.15 [2.17,2.32]

20 0 0.05 0.11 0.20 0.05 [0.10,0.14]
1 0.35 0.47 0.95 0.16 [0.41,0.58]
2 1.54 1.70 1.99 0.16 [1.63,1.79]
3 2.17 2.73 2.95 0.23 [2.56,2.82]

Tabla 5.1: Estad́ısticas del error utilizando la ecuación (5.1) a partir de 30 ejecuciones de
la SPI sobre imágenes sintéticas.

Puntos Tiempo promedio (segundos)
8 101.630
12 137.575
16 174.810
20 208.265

Tabla 5.2: Tiempo promedio de las 30 ejecuciones al emplear la SPI.

5.2.2. SPII en configuraciones no cŕıticas

El primer experimento, en el cual se emplea la solución propuesta II (SPII), mues-
tra el desempeño y la convergencia de esta solución bajo un escenario con diferentes
niveles de ruido en una configuración no cŕıtica. Esta prueba se realizó sobre un par
de imágenes sintéticas, las cuales fueron generadas a partir de puntos tridimensionales
que conforman una esfera (ver fig. 5.4).

Los valores empleados para generar las matrices de proyección fueron los mismos
que en la prueba anterior. Para este experimento se utilizaron n correspondencias
de puntos sin ruido y con k niveles de ruido gaussiano RMS que va de 1 a 3 ṕıxe-
les. Los parámetros empleados para la evolución diferencial son los mismos que en el
experimento anterior, es decir, 30 individuos en la población, la constante de recom-
binación de 0.9 y la constante de diferencia de 0.85. El número de variables que se
emplean en este experimento es el mismo que en el experimento anterior, al igual que
los intervalos del espacio de búsqueda de cada variable.

El número de generaciones que se utilizaron para que el algoritmo converja a una
solución cercana al óptimo global es de 5,000. A diferencia de la SPI, la SPII requiere
dos órdenes de magnitud menos para obtener una solución cercana al óptimo global.

La SPII se ejecutó 30 veces por cada 8, 12, 16 y 20 correspondencias de puntos
sin ruido y con ruido gaussiano RMS de 1, 2 y 3 ṕıxeles. En la figura 5.7 se muestra
la gráfica de convergencia de una ejecución con 16 correspondencias de puntos sin
ruido. En ella se observa que el algoritmo necesita pocas generaciones, en comparación
con la SPI, para alcanzar una solución cercana al óptimo global. En la mayoŕıa de
las ejecuciones se observa que puede emplearse un número menor de generaciones
para que el algoritmo converja, por ejemplo 4,000. Sin embargo, hay ejecuciones que
necesitan hasta 5,000 generaciones para converger. En la tabla 5.2.2 se muestran las
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estad́ısticas pertenecientes al error calculado con la ecuación (5.1).
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Figura 5.7: Gráfica de convergencia de una ejecución al emplear la SPII.

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
8 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]

1 0.14 0.17 0.18 0.01 [0.16,0.17]
2 0.48 0.65 0.67 0.04 [0.60,0.66]
3 0.59 0.64 0.65 0.01 [0.63,0.64]

12 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]
1 0.38 0.47 0.55 0.05 [0.45,0.49]
2 1.08 1.21 1.24 0.03 [1.19,1.22]
3 1.23 1.27 1.34 0.03 [1.26,1.29]

16 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]
1 0.55 0.59 0.59 0.01 [0.58,0.59]
2 1.32 1.36 1.37 0.01 [1.35,1.36]
3 2.91 2.97 2.99 0.01 [2.96,2.98]

20 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]
1 0.48 0.49 0.51 0.01 [0.49,0.50]
2 1.58 1.61 1.61 0.01 [1.60,1.61]
3 3.11 3.14 3.15 0.01 [3.14,3.15]

Tabla 5.3: Estad́ısticas del error utilizando la ecuación (5.1) a partir de 30 ejecuciones la
SPII sobre imágenes sintéticas.

En la figura 5.8a se muestran los puntos que conforman a la esfera tridimensional
real. En la figura 5.8b se muestra la reconstrucción tridimensional métrica de la esfera
cuando no hay ruido en las imágenes. En las figuras 5.8c, 5.8d y 5.8e se muestran la
reconstrucciones de la esfera cuando hay 1, 2 y 3 ṕıxeles de ruido gaussiano RMS,
respectivamente. Las figuras con sub́ındice uno son las reconstrucciones con el menor
error y las figuras con sub́ındice dos son las reconstrucciones con el mayor error.

El desempeño de la SPII es similar a la SPI, en cuanto al error (ver tabla 5.2.2),
pero notablemente más rápido en cuanto al tiempo de ejecución, el cual también se
incrementa de forma lineal de acuerdo al número de puntos a reconstruir, como se
muestra en la tabla 5.4. Debido a estos resultados, el resto de los experimentos se
realizan con la SPII.

El segundo experimento lidia con puntos que yacen bajo el mismo plano (super-
ficie cŕıtica) en ambientes reales. Para realizar este experimento se imprimió una
cuadŕıcula similar a un tablero de ajedrez, la cual fue adherida a una pared blanca.
Posteriormente, se adquirieron un par de imágenes de esta cuadŕıcula. El escenario
de esta prueba es un conjunto de puntos que se extrajeron manualmente de imágenes
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(a)

(b1)
(b2) (c1) (c2)

(d1) (d2) (e1) (e2)

Figura 5.8: Reconstrucción tridimensional métrica. (a) esfera real, (b) esfera reconstruida
sin ruido en los puntos, (c,d, e) esfera reconstruida cuando hay 1, 2 y 3 ṕıxeles de ruido
gaussiano RMS, respectivamente. El sub́ındice uno representa la ejecución con el menor

error y el sub́ındice dos la ejecución con el mayor error.

Puntos Tiempo promedio (segundos)
8 1.272
12 1.575
16 1.990
20 2.372

Tabla 5.4: Tiempo promedio de las 30 ejecuciones al emplear la SPII.

reales, bajo una configuración no cŕıtica y una superficie cŕıtica. En la figura 5.9 se
visualizan ambas imágenes con marcas en los puntos elegidos.

Los parámetros empleados para la evolución diferencial son los mismos que los
empleados en el experimento anterior, excepto por el número de generaciones, el cual
es de 10,000 generaciones. Este es el número de generaciones necesario para que el
algoritmo obtenga una solución óptima global o cerca de ella.

El número de variables que se definieron para este experimento es de quince,
debido a que se agregó el centro de proyección (ox, oy). El intervalo de cada variable
de los parámetros de orientación y posición se mantiene como en los experimentos
anteriores. Para el caso de la longitud del foco, el intervalo es de [10, 1500] y, para
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5.2 Reconstrucción tridimensional a partir de dos imágenes

Figura 5.9: Imágenes reales de una cuadŕıcula. Los puntos que se emplearon están marcados
en ambas imágenes.

el centro de proyección, los intervalos son: ox = [270, 370] y oy = [190, 290]. Estos
intervalos fueron tomados con base en el tamaño de la imagen que, para este caso, es
de 640 × 480.

Las estad́ısticas del error, al realizar 40 ejecuciones de la SPII, se muestran en la
tabla 5.5. Estas estad́ısticas muestran que la SPII proporciona muy buenos resultados
y la reconstrucción que se obtiene (reconstrucción que se tomó de la ejecución más
cercana a la media) es casi idéntica a la cuadŕıcula real (ver fig. 5.10). Asimismo, en
la tabla 5.6 se muestra las estad́ısticas de la longitud del foco, en las cuales se percibe
una estabilidad del mismo en todas las ejecuciones.

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
64 Real 0.425 0.430 0.486 0.011 [0.427,0.437]

Tabla 5.5: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII sobre imágenes reales.

Puntos Ruido Mı́nimo Media Máximo d.e. i.c. de la media
64 Real 940.00 949.19 979.88 10.60 [945.89,953.73]

Tabla 5.6: Estad́ısticas de la longitud foco a partir de 40 ejecuciones de la SPII sobre
imágenes reales.

En el apéndice B se presentan más experimentos en las configuraciones no cŕıticas
a partir de imágenes sintéticas e imágenes reales.

5.2.3. SPII en configuraciones cŕıticas

El siguiente paso es poner a prueba la SPII sobre las configuraciones cŕıticas. En
el caṕıtulo anterior se mencionó acerca de tales configuraciones; en resumen, existen
dos configuraciones donde los algoritmos actuales no pueden estimar los parámetros
intŕınsecos de la cámara: cuando el eje óptico de la primera cámara es paralelo al
eje óptico de la segunda cámara (traslación en un solo eje coordenado) y cuando los
ejes ópticos se intersecan en un punto tridimensional finito y los centros ópticos son
equidistantes a este punto tridimensional (rotación en un solo eje).
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Figura 5.10: Reconstrucción tridimensional de la cuadŕıcula al emplear la SPII.

El primer experimento muestra el comportamiento de la SPII en las dos configu-
raciones cŕıticas. El escenario es un conjunto de puntos que pertenecen a una figura
regular (ver fig. 5.11), con diferentes niveles de ruido gaussiano RMS en los puntos y
bajo configuraciones cŕıticas.

Figura 5.11: Figura regular tridimensional.

Los valores empleados para generar las matrices de proyección de la primera y la
segunda configuración cŕıtica se muestran en las tablas 5.7 y 5.8, respectivamente.

Para este experimento se utilizaron 24 correspondencias de puntos sin ruido y con
k niveles de ruido gaussiano RMS que va de 1 a 3 ṕıxeles. Los parámetros empleados
en la evolución diferencial son: 5,000 generaciones, 30 individuos en la población, la
constante de recombinación de 0.9 y la constante de diferencia de 0.85.
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Imagen α β γ tx ty tz f
1 0 0 0 5 7 20 500
2 0 0 0 25 7 20 500

Tabla 5.7: Parámetros de la cámara para la primera configuración cŕıtica.

Imagen α β γ tx ty tz f
1 0 0 0 0 0 20 500
2 0 40 0 0 0 20 500

Tabla 5.8: Parámetros de la cámara para la segunda configuración cŕıtica.

El número de variables que se emplean en este experimento es trece y el inter-
valo de cada variable es el mismo que en el primer experimento de la SPII en las
configuraciones no cŕıticas. Para obtener las estad́ısticas del error que se muestran
en las tablas 5.2.3 y 5.2.3 se realizaron 40 ejecuciones sobre la primera y segunda
configuración cŕıtica, respectivamente.

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
24 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]

1 0.75 0.75 0.75 0.00 [0.75,0.75]
2 1.26 1.26 1.26 0.00 [1.26,1.26]
3 2.51 2.51 2.51 0.00 [2.51,2.51]

Tabla 5.9: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII para la primera
configuración cŕıtica.

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
24 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]

1 0.68 0.68 0.68 0.00 [0.68,0.68]
2 1.27 1.27 1.27 0.00 [1.27,1.27]
3 2.47 2.47 2.49 0.00 [2.47,2.49]

Tabla 5.10: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII para la segunda
configuración cŕıtica.

En las figuras 5.12a y 5.12b se muestran las gráficas de convergencia al emplear
correspondencias de puntos sin ruido para la primera y segunda configuración cŕıtica,
respectivamente. Estas gráficas se tomaron de las ejecuciones más cercanas a la media.
En ellas se observa que el algoritmo necesita de 3,000 generaciones para llegar a una
solución óptima global o en su vecindad.

En las figuras 5.13a1, 5.13b1, 5.13c1 y 5.13d1 se visualiza la reconstrucción tri-
dimensional de la figura regular sin ruido, con 1, 2 y 3 ṕıxeles de ruido gaussiano
RMS, respectivamente, para el caso de la primera configuración cŕıtica. En las figu-
ras 5.13a2, 5.13b2, 5.13c2 y 5.13d2 se muestra la reconstrucción tridimensional de la
figura regular sin ruido, con 1, 2 y 3 ṕıxeles de ruido gaussiano RMS, respectivamente,
para el caso de la segunda configuración cŕıtica.

Para el caso de la primera configuración cŕıtica, la reconstrucción tridimensional
métrica es muy parecida a la figura real; las estad́ısticas y las gráficas de convergencia
exhiben que el algoritmo es muy estable y robusto. Por tales motivos se comprueba el
éxito de la SPII en la primera configuración cŕıtica. En el caso de la segunda configura-
ción cŕıtica, las reconstrucciones que se presentan en las figuras 5.13a1, 5.13b1, 5.13c1

y 5.13d1 son engañosas, ya que a primera vista parecen mostrar una reconstrucción
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Figura 5.12: Gráficas de convergencia a partir de correspondencias de puntos sin ruido en:
(a) la primera configuración cŕıtica y (b) la segunda configuración cŕıtica.

(a1)
(b1) (c1) (d1)

(a2)
(b2) (c2) (d2)

Figura 5.13: Reconstrucción de la figura regular. (a,b,c,d) indica el nivel de ruido y el
sub́ındice (1,2) indica el tipo de configuración cŕıtica.

tridimensional correcta, sin embargo, esto no es cierto. En la figura 5.14 se visualiza
otro ángulo de la reconstrucción tridimensional métrica sobre la segunda configuración
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5.2 Reconstrucción tridimensional a partir de dos imágenes

Figura 5.14: Diferente vista de la reconstrucción tridimensional métrica al utilizar la SPII,
a partir de correspondencias de puntos sin ruido sobre la segunda configuración cŕıtica.

cŕıtica. En ella se observa que todos los puntos reconstruidos tienden a estar sobre un
mismo plano, es decir, la profundidad que se calcula con el método de triangulación
empleado es muy similar en todos los puntos.

Para analizar este caso se realizó una prueba de triangulación que parte de las
correspondencias de puntos sin ruido y las matrices de proyección, las cuales se cal-
cularon directamente de los parámetros de la cámara (ver tabla 5.7). En el proceso
de la triangulación, al generar la matriz A de tamaño 4 × 4 a partir del sistema de
ecuaciones lineales, se obtuvo una matriz singular (rango 2), de la cual no es posible
obtener una solución. Para que la triangulación sea posible es necesario que la matriz
A tenga rango 3. De tal forma que, aunque se utilice cualquier método para resolver
el sistema de ecuaciones lineales en la SPII y la función que se minimiza presente un
valor muy cercano a cero, la reconstrucción tridimensional será diferente al objeto real.

En el segundo experimento se emplean imágenes de ambientes reales sobre la pri-
mera configuración cŕıtica. El escenario de este experimento es un conjunto de puntos
que se extraen manualmente de imágenes reales pertenecientes a un juguete bajo una
configuración no cŕıtica.

El juguete consiste de 47 correspondencias de puntos, las cuales se obtuvieron
manualmente de imágenes reales. Estas imágenes se adquirieron dentro del laboratorio
de pruebas y se exhiben en la figura 5.15.

Los parámetros empleados para la evolución diferencial son los mismos que los
empleados en los experimentos anteriores, excepto por el número de generaciones, el
cual es de 7,000. Esto se realizó con la finalidad de que el algoritmo obtenga una
solución óptima global o en su vecindad.

El número de variables que se emplean para este caso es de quince, porque se
agregó el centro de proyección (ox, oy) como parte de los parámetros a estimar. El in-
tervalo de cada variable de los parámetros de orientación y posición se mantiene como
en los experimentos anteriores. Para el caso de la longitud del foco se incrementó el
intervalo a [10, 1500] y para el centro de proyección, los intervalos son: ox = [270, 370]
y oy = [190, 290]. Estos intervalos fueron tomados con base en el tamaño de la imagen
que, para este caso, es de 640× 480. De tal forma que el punto principal se encuentra
en el centro de la imagen [320, 240] o cerca de él.
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Figura 5.15: Imágenes reales de un juguete sobre la primera configuración cŕıtica. Los puntos
que se emplearon están marcados en ambas imágenes.

Las estad́ısticas del error, al realizar 40 ejecuciones de la SPII, se muestran en
la tabla 5.11. Estas estad́ısticas muestran que el algoritmo proporciona muy buenos
resultados bajo la primera configuración cŕıtica. Esto se corrobora con los paráme-
tros obtenidos por el algoritmo (ver tabla 5.12), en los cuales se observa que no hay
rotación en ninguno de los ejes coordenados y sólo hay traslación sobre el eje x. Esto
es correcto, ya que sólo se trasladó la cámara sobre el eje x. Además, la estructu-
ra del juguete reconstruido (ver fig. 5.16) es muy similar a la del juguete real. Esta
reconstrucción tridimensional se tomó de la ejecución más cercana a la media del error.

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
47 Real 0.391 0.391 0.394 0.000 [0.391,0.394]

Tabla 5.11: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII sobre imágenes reales
en la primera configuración cŕıtica.

47 Puntos Ruido α β γ tx ty tz f ox oy

Mejor Real -0.294 0.046 -0.001 0.988 -0.002 -0.009 1499.99 310.06 230.00
Media Real -0.294 0.047 -0.001 0.988 -0.002 -0.009 1499.99 318.19 230.36
Peor Real -0.294 0.047 -0.001 0.988 -0.002 -0.008 1499.95 310.23 234.26

Tabla 5.12: Parámetros de la cámara estimados por la SPII a partir de imágenes reales en
la primera configuración cŕıtica.

En el apéndice C se exponen más experimentos en las configuraciones cŕıticas a
partir de imágenes sintéticas e imágenes reales.

5.3. Reconstrucción tridimensional a partir de tres

o más imágenes

Esta sección está destinada a presentar el desempeño de la SPIII en dos experi-
mentos diferentes en configuraciones no cŕıticas.
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Figura 5.16: Tres vistas de la reconstrucción tridimensional del juguete.

Los dos experimentos muestran el desempeño y la convergencia de la SPIII sobre
un escenario con diferentes niveles de ruido y bajo una configuración no cŕıtica. Estas
pruebas se realizaron sobre cuatro imágenes sintéticas, las cuales fueron generadas a
partir de puntos tridimensionales que conforman parte de un anillo (ver fig. 5.17a)
y una figura formada por cubos (ver fig. 5.17b). Sólo se toman los puntos que son
visibles en cada imagen. Cabe señalar que las imágenes se generaron con la misma
cámara, es decir, los parámetros intŕınsecos son iguales en todas las imágenes.

(a) (b)

Figura 5.17: Objetos tridimensionales: (a) parte de un anillo y (b) figura formada por cubos.

Los valores empleados para generar las matrices de proyección se muestran en la
tabla 5.13 para el primer objeto y en la tabla 5.14 para el segundo objeto. En las
figuras 5.18 y 5.19 se muestran las cuatro imágenes de una parte de un anillo y las
cuatro imágenes de la figura formada por cubos.

Imagen α β γ tx ty tz f f f
1 270 1 250 2 1 25 700 250 300
2 272 1 240 2 1 25 700 250 300
3 268 2 220 1 3 25 700 250 300
4 268 0 205 1 3 25 700 250 300

Tabla 5.13: Parámetros de la cámara para obtener las cuatro imágenes del anillo.

Este experimento se ejecuta en dos fases, la primera calibra la cámara y estima los
parámetros de orientación y posición de las primeras dos vistas y, en la segunda fase
estima los parámetros de orientación y posición de las vistas restantes, más un factor
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Imagen α β γ tx ty tz f f f
1 1 20 2 2 1 25 700 250 300
2 1 55 3 3 2 25 700 250 300
3 2 90 1 1 1 25 700 250 300
4 1 140 3 2 3 25 700 250 300

Tabla 5.14: Parámetros de la cámara para obtener las cuatro imágenes de la figura formada
por cubos.
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Figura 5.18: Imágenes de una parte de un anillo: (a) imagen 1, (b) imagen 2, (c) imagen 3
y (d) imagen 4.

de escala que ayuda a la convergencia del algoritmo. Para el primer experimento se
utilizaron 48 correspondencias de puntos y en el segundo experimento se utilizaron
29 correspondencias de puntos. En ambos experimentos se emplearon las correspon-
dencias de puntos sin ruido y con k niveles de ruido gaussiano RMS que van de 1 a 3
ṕıxeles. Para el primer experimento, en la fase uno se utilizan 24 correspondencias de
puntos y en la segunda fase las restantes. Para el segundo experimento, en la fase uno
se utilizan 16 correspondencias de puntos y en la segunda fase las restantes (algunos
puntos están presentes en tres o en las cuatro imágenes).

Los parámetros empleados para la evolución diferencial en la primera y segunda
fase para ambos experimentos son: 30 individuos en la población, la constante de
recombinación de 0.9 y la constante de diferencia de 0.85.

En la primera fase se emplearon 10,000 generaciones, ya que se observó que los
parámetros de la cámara y los puntos tridimensionales se estabilizan más, al aumen-
tar el número de generaciones en ambos experimentos. Esto es necesario para que
la fase dos obtenga resultados satisfactorios, de lo contrario, la fase dos tiene más
probabilidades de no converger. En la segunda fase los parámetros se estabilizan en
menos generaciones, por lo cual se emplean 5,000 generaciones.

Asimismo, para ambos experimentos, el número de variables que se emplean para
la primera fase es de: seis variables que conforman las dos matrices de rotación de
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Figura 5.19: Imágenes de la figura formada por cubos: (a) imagen 1, (b) imagen 2, (c)
imagen 3 y (d) imagen 4.

cada vista, seis variables que conforman los dos vectores de traslación de cada vista,
una variable que corresponde a la longitud del foco y dos variables que pertenecen
al centro óptico. El intervalo para las variables que conforman la matriz de rotación
(α, β y γ) es de [0, 2π]2; para las variables que conforman el vector de traslación es
de [−1, 1]; para la longitud del foco el intervalo se estableció de [10, 1000]; y para el
centro de proyección los intervalos son: ox = [270, 370] y oy = [190, 290].

El número de variables utilizadas en la segunda fase (por cada imagen que se
añade) es de: tres variables que conforman la matriz de rotación, tres variables que
conforman al vector de traslación (de la vista actual con el mismo intervalo) y un
factor de escala s con un intervalo de [−1, 1].

En la figura 5.20(a) se muestra la reconstrucción tridimensional métrica que se
obtiene al finalizar la primera fase de la SPIII para el primer experimento. En las
figuras 5.20(b) y 5.20(c) se muestra la reconstrucción tridimensional métrica que se
obtiene al añadir la tercera imagen y la cuarta imagen, respectivamente. En la figu-
ra 5.21(a) se muestra la reconstrucción tridimensional métrica que se obtiene al fina-
lizar la primera fase de la SPIII para el segundo experimento y en las figuras 5.21(b)
y 5.21(c) se muestra la reconstrucción que se obtiene al añadir la tercera imagen y la
cuarta imagen, respectivamente. Estas reconstrucciones se extrajeron de las ejecucio-
nes más cercanas a la media del error con correspondencias de puntos sin ruido.

Para mostrar el desempeño de la SPIII se calcularon las estad́ısticas del error de
40 ejecuciones al término de la primera fase, y posteriormente, al término de cada
imagen añadida en la segunda fase. El error en la segunda fase sólo contempla las
correspondencias de puntos usadas en la actual iteración y no el total de correspon-

2En este caso se aumentó el intervalo a 2π debido a que la cámara puede rotarse en su totalidad
para tomar las imágenes alrededor del objeto.
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(a) (b) (c)

Figura 5.20: Reconstrucción tridimensional métrica de una parte de un anillo a partir de:
(a) la primera y la segunda imagen, (b) añadir la tercera imagen y (c) añadir la cuarta

imagen (con correspondencias de puntos sin ruido).

(a) (b) (c)

Figura 5.21: Reconstrucción tridimensional métrica de la figura formada por cubos a partir
de: (a) la primera y la segunda imagen, (b) añadir la tercera imagen y (c) añadir la cuarta

imagen (con correspondencias de puntos sin ruido).

dencias que se han empleado. Las estad́ısticas del primer y segundo experimento se
exhiben en las tablas 5.15 y 5.16, de las cuales se observa que el algoritmo obtiene
muy buenos resultados cuando tiene un mayor número de puntos, de lo contrario su
desempeño se ve disminuido. No obstante, en la segunda fase se observa un nivel de
ruido bajo (menor a 0.19) aún cuando los puntos no presentan ruido. Esto puede ser
un factor de impacto en el desempeño del algoritmo si se utilizan más imágenes para
reconstruir el objeto.

Fase Puntos Sin ruido 1 ṕıxel 2 ṕıxeles 3 ṕıxeles
1 (imagen 1 y 2) 24 0.00 0.76 1.39 2.10
2 (imagen 2 y 3) 12 0.06 0.92 2.20 3.34
2 (imagen 3 y 4) 12 0.05 0.82 1.65 2.73

Tabla 5.15: Estad́ısticas del error de 40 ejecuciones por cada fase e imagen añadida para
diferentes niveles de ruido en el experimento del anillo.

Fase Puntos Sin ruido 1 ṕıxel 2 ṕıxeles 3 ṕıxeles
1 (imagen 1 y 2) 16 0.00 0.75 1.26 1.73
2 (imagen 2 y 3) 8 0.11 1.59 2.31 5.29
2 (imagen 3 y 4) 8 0.18 1.91 3.00 6.93

Tabla 5.16: Estad́ısticas del error de 40 ejecuciones por cada fase e imagen añadida para
diferentes niveles de ruido en el experimento de la figura formada por cubos.

Asimismo, se calculó el error acumulado, es decir, se calculó el error con base en
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5.3 Reconstrucción tridimensional a partir de tres o más imágenes

todas las correspondencias de puntos utilizadas hasta ese momento. Esto se hizo con
la finalidad de mostrar el error total obtenido por la SPIII (ver tablas 5.17 y 5.17).
Al igual que en las estad́ısticas mostradas anteriormente se observa que el error se
incrementa al emplear menos puntos.

Fase Puntos Sin ruido 1 ṕıxel 2 ṕıxeles 3 ṕıxeles
1 (imagen 1 y 2) 24 0.00 0.76 1.39 2.10
2 (imagen 2 y 3) 36 0.03 1.22 2.49 3.77
2 (imagen 3 y 4) 48 0.03 1.08 2.21 3.42

Tabla 5.17: Estad́ısticas del error acumulado de 40 ejecuciones por cada fase e imagen
añadida para diferentes niveles de ruido en el experimento del anillo.

Fase Puntos Sin ruido 1 ṕıxel 2 ṕıxeles 3 ṕıxeles
1 (imagen 1 y 2) 16 0.00 0.75 1.26 1.73
2 (imagen 2 y 3) 24 0.06 1.55 2.61 4.37
2 (imagen 3 y 4) 32 0.10 1.67 2.90 5.23

Tabla 5.18: Estad́ısticas del error acumulado de 40 ejecuciones por cada fase e imagen
añadida para diferentes niveles de ruido en el experimento de la figura formada por cubos.
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Caṕıtulo 6

Discusión

El proceso de la reconstrucción tridimensional a partir de imágenes puede dividirse
en tres pasos principales: 1) procesamiento de la imagen, 2) el paso propio de visión
por computadora, y 3) la visualización de la reconstrucción.

El paso (1) involucra la adquisición de las imágenes, el filtrado de ellas para
mejorar sus condiciones, y encontrar la correspondencia de puntos en las imágenes.
Este paso se resuelve con técnicas de procesamiento de imagen.

El paso (3) involucra la generación de la malla (generalmente triangular) que da
la forma al objeto reconstruido, la extracción de las texturas a partir de las imágenes
para mapearlas sobre los poĺıgonos de la malla y la visualización del objeto.

En esta tesis se desarrolló el paso (2) aplicando algoritmos evolutivos, especial-
mente, el algoritmo de la evolución diferencial, que ofrece muy buenos resultados
según los experimentos realizados en este trabajo.

El paso (2) consiste en la calibración de la cámara y la obtención de los parámetros
de orientación y posición para la vista correspondiente, y la triangulación, la cual
permite obtener los puntos tridimensionales. Estos dos problemas de visión pueden
expresarse como problemas de optimización no lineales (por los senos y cosenos de
la orientación de cada vista, los cuadrados y la ráız de la distancia euclidiana entre
los puntos de la imagen y los puntos estimados), e involucran hasta 15 variables a
estimar. A continuación, se discute sobre estos dos problemas, cómo se plantearon
para ser resueltos por algoritmos evolutivos, las ventajas y desventajas de usar tales
algoritmos, y el desempeño con base en los resultados obtenidos.

6.1. Ruido en los puntos bidimensionales

Los datos necesarios para realizar una reconstrucción tridimensional son puntos
seleccionados en una o más imágenes. Estos puntos pueden ser, por ejemplo, las
esquinas de una caja o de un edificio.

Las valores de las coordenadas de los puntos seleccionados no pueden considerarse
exactos debido: a la misma digitalización de la imagen (las unidades están en ṕıxeles),
al proceso mediante el cual se seleccionan los puntos (el proceso más simple es la
selección manual de esos puntos con el ratón), al proceso de adquisición de la imagen
por la cámara, y a las medidas de los propios objetos, que no son una representación
exacta de un modelo matemático.

En principio se propuso usar simulaciones con modelos matemáticos para probar
las soluciones desarrolladas en este trabajo. Puede pensarse en las coordenadas de
los vértices de un cubo, por ejemplo. Ahora bien, para modelar la variabilidad en los
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puntos seleccionados, se considera que cada punto se ve afectado por ruido; un ruido
que se considera aditivo y con una distribución gaussiana. Entonces, un punto con
ruido u (que modela un punto en una imagen real) se calcula como:

u = [ux, uy]
T = [x + η, y + η]T ,

donde [x, y]T son las coordenadas del punto en la imagen, generado a partir de un
modelo sintético; η es una variable aleatoria, con una distribución gaussiana de media
cero y desviación estándar k/

√
2. El valor de k es entonces, el nivel de ruido en ṕıxeles

de los puntos en la imagen. El factor 1/
√

2 se agrega para que la magnitud del ruido
adicionado sea precisamente k.

Para medir el error de la reconstrucción obtenida, se calculan las diferencias en-
tre el punto bidimensional con ruido u y el punto estimado û. Este error debe ser
equiparable al nivel de ruido que se añadió, si esto se cumple, entonces el algoritmo
presenta un buen desempeño y se puede decir que, estad́ısticamente, ha obtenido una
solución óptima global o cerca de su vecindad [5]. Para el caso de dos imágenes, el
error se calcula como:

1

2n

n∑

i=1

(
d(u, û) + d(u′, û′)

)
,

para n correspondencias de puntos.

6.2. Triangulación

La triangulación es el problema de encontrar el punto tridimensional resultado de
la intersección de dos ĺıneas correspondientes a los puntos bidimensionales en ambas
imágenes. Cuando los dos puntos no tienen ruido, el problema se resuelve calculando
la intersección de esas ĺıneas, pero cuando los puntos presentan ruido, esta condición
no se cumple más y debe estimarse la mejor solución.

La solución propuesta parte del modelo de la cámara oscura x = MX, donde
M es la matriz de proyección, x el punto de la imagen y X el punto tridimensional.
Con este modelo se empleó una función que minimiza la distancia euclidiana entre el
punto de la imagen x y el punto estimado x̂ por cada imagen, es decir,

g(X) = d(x, x̂) + d(x′, x̂′) = d(x, MX) + d(x′, M ′X). (6.1)

El propósito de esta función es estimar el punto tridimensional X tal que minimice
a la función g. Al emplear esta función se calcula la distancia dentro de un espacio
euclidiano bidimensional (en donde si existe una métrica definida), y no importa
en que espacio se encuentre el punto tridimensional (proyectivo, af́ın o métrico), la
función garantiza ser invariante en estos espacios [5].

A partir de la función expresada en la ecuación (6.1), se planteó el problema de
la triangulación como un problema multi-objetivo mediante la separación de dicha
función en dos funciones objetivo, es decir,

g1(X) = d(x, x̂) (6.2)

g2(X) = d(x′, x̂′). (6.3)
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Entonces se estableció el problema de la triangulación como: encontrar el punto
tridimensional X tal que minimice las funciones g1 y g2.

Cuando se resuelve un problema multi-objetivo se obtiene un conjunto de solu-
ciones llamado conjunto de óptimos de Pareto. En nuestro caso se eligió la solución
que sea equitativa para ambos objetivos, es decir, donde el error obtenido de cada
objetivo sea el mismo o la diferencia entre los errores de los objetivos sea la menor.
Esta elección tiene como suposición que ambas imágenes tiene el mismo nivel de error.

Para resolver el problema se empleó uno de los algoritmos más competitivo y
representativo del estado del arte en el área de optimización multi-objetivo, conocido
como NSGA-II. Este algoritmo utiliza representación binaria y real. Diversos autores
sugieren el uso de la representación real cuando se ataca un problema con parámetros
reales [90, 172, 173], es por ello que se empleó esta representación.

Con base en las pruebas realizadas, los parámetros del NSGA-II que generaron
mejores resultados son: 300 generaciones, 100 individuos en la población, porcentaje
de cruza de 0.9 y porcentaje de mutación de 0.33. Al comparar estos resultados contra
los mejores algoritmos del estado del arte (LLS [71] y Poly-Abs [71]) se observó lo
siguiente (ver gráficas 5.2 y 5.3):

1. Si se tienen pocas correspondencias de puntos y el nivel de ruido es alto, entonces
se debe emplear el NSGA-II, ya que ofrece mejores resultados que los algoritmos
(LLS y Poly-Abs) para ambos tipos de reconstrucciones (proyectivo y af́ın).

2. Si se tiene un mayor número de correspondencias de puntos no importando el
nivel de ruido, se puede emplear tanto el LLS como el NSGA-II. El LLS tiene
un tiempo de ejecución mucho menor comparado con el NSGA-II.

Asimismo, se observa que el algoritmo Poly-Abs no obtiene los mejores resultados
como se esperaba. Esto es porque emplea la matriz fundamental. En las pruebas reali-
zadas, la matriz fundamental fue calculada a partir de correspondencias de puntos con
ruido y esto afectó significativamente el desempeño del algoritmo. Por consiguiente,
se sugiere utilizar la solución propuesta o el LLS, dependiendo del número de puntos
y el tipo de reconstrucción. Cabe señalar que la solución propuesta sólo debe ser em-
pleada en problemas donde el tiempo de ejecución no sea un factor cŕıtico, ya que el
tiempo de ejecución del NSGA-II es mucho mayor que el de los otros dos algoritmos.
En comparación con el algoritmo Poly-Abs son cuatro órdenes de magnitud1.

Por otro lado, en la literatura especializada sólo se han reportado dos problemas
en los cuales se aplicó exitosamente la metodoloǵıa de transformar el problema mono-
objetivo a multi-objetivo [181]. La triangulación se suma a estos problemas, e incluso
es posible sugerir que los problemas donde se involucren transformaciones geométricas
pueden conseguir mejores resultados si se tratan como problemas multi-objetivo.

1Esta comparación se tomó de la media de cien ejecuciones de ambos algoritmos. Por cada
ejecución del NSGA-II se pueden realizar en promedio 30360 ejecuciones del algoritmo Poly-Abs.
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6.3 Reconstrucción tridimensional a partir de dos imágenes

6.3. Reconstrucción tridimensional a partir de dos

imágenes

La calibración de la cámara consiste en encontrar la matriz de los parámetros
intŕınsecos que rigen a la cámara. Actualmente, la mayoŕıa de las cámaras fotográficas
o de video comerciales emplean lentes y sensores DCEI2 que permiten simplificar la
matriz de los parámetros intŕınsecos, es decir,

K =




f 0 w/2
0 f h/2
0 0 1



 , (6.4)

donde f es la longitud del foco, w el ancho de la imagen y h el alto de la imagen. En
las cámaras actuales es posible suponer que los ṕıxeles son cuadrados y los ejes son
ortogonales, condiciones que anteriormente la tecnoloǵıa no lo permit́ıa. De tal forma
que el único parámetro desconocido al calibrar la cámara es la longitud del foco.

La estimación de los parámetros de orientación y posición consiste en encontrar
la rotación (matriz R) y la traslación (vector t) que sufrió la cámara al tomar cada
una de las imágenes.

La solución propuesta I (SPI) establece la calibración de la cámara y la estimación
de los parámetros de rotación y traslación como un problema de optimización mono-
objetivo. La SPI emplea la función

gobj(M, M ′,Xi) =
1

n

n∑

i=1

(
d(xi, x̂i) + d(x′

i, x̂
′

i)
)

(6.5)

como función objetivo a minimizar. La diferencia con el problema de la triangulación
radica, en que este problema emplea n correspondencias de puntos y, además, de
calcular los puntos tridimensionales, se calibra la cámara y se estiman los parámetros
de orientación y rotación al mismo tiempo.

El análisis estad́ıstico, con base en el error y las reconstrucciones obtenidas del
primer experimento bajo una configuración no cŕıtica (experimento descrito en la
Sec. 5.2, en la pág. 74), muestra que:

1. Todas las ejecuciones convergen siempre a un resultado muy similar de acuerdo
a la la desviación estándar, la cual es menor a 0.25 ṕıxeles en todos los casos,
y al intervalo de confianza, el cual se aproxima en menos de 0.5 ṕıxeles a las
mejores y peores ejecuciones (ver la tabla 5.2.1) .

2. Los resultados obtenidos presuponen ser soluciones óptimas globales o muy
cercanas a éstas, debido a que el nivel de ruido gaussiano que se añadió es
similar al error.

3. A mayor número de puntos empleados, el error aumenta y se aproxima al nivel
del ruido gaussiano añadido, tal como se esperaba.

4. El error tiene un crecimiento lineal con respecto al nivel de ruido gaussiano.

2Dispositivos de cargas eléctricas interconectadas.
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5. Las reconstrucciones obtenidas son muy similares al objeto real (no se nota
visualmente la diferencia entre la original y la reconstruida).

La desventaja es que se necesitaron 500,000 generaciones en la ED para obtener estas
estad́ısticas. Esto se traduce en un tiempo de ejecución bastante alto, verbigracia,
para 20 puntos se tarda en promedio 208 segundos.

Posteriormente, se planteó la solución II (SPII) donde se utiliza la misma función
objetivo, con la diferencia que los puntos tridimensionales son calculados a partir de
un método lineal de triangulación llamado ecuaciones normales. Al usar ecuaciones
normales en la SPII, se requirieron 5,000 generaciones y el tiempo promedio se redujo
dos órdenes de magnitud, es decir, se mejoró su desempeño considerablemente, en
cuanto a tiempo de ejecución se refiere.

En relación al análisis estad́ıstico del error, la SPII es similar a la SPI. Sin embargo,
la SPII muestra ser ligeramente más estable, ya que la desviación estándar es menor
a 0.06 ṕıxeles para todos los casos (ver la tabla 5.2.2 del segundo experimento en
la pág. 78), por consiguiente fue empleada para los experimentos restantes. Por otro
lado, las reconstrucciones obtenidas son muy similares al objeto real para los diferentes
niveles de ruido (ver fig. 5.8), incluso en las ejecuciones que se obtuvo mayor error,
como se muestra en la figura 6.1.

(a) (b) (c)

Figura 6.1: Reconstrucción tridimensional métrica. (a) esfera real, (b,c) esferas reconstruidas
cuando hay 2 y 3 ṕıxeles de ruido gaussiano a partir de las peores ejecuciones.

En el segundo experimento, la SPII se puso a prueba con puntos de imágenes reales
bajo una superficie cŕıtica y en una configuración no cŕıtica. La SPII respondió de
manera satisfactoria. En este experimento se utilizaron imágenes de una cuadŕıcula
que está sobre un mismo plano, ambas adquiridas en el laboratorio de pruebas. El
análisis estad́ıstico muestra que la SPII obtiene en todas las ejecuciones, soluciones
muy cercanas al óptimo global, ya que la desviación estándar es de 0.011 ṕıxeles (ver
la tabla 5.5 que se muestra en la pág. 80).

El resto de los experimentos realizados en las configuraciones no cŕıticas, los cuales
se discuten a continuación, se muestran en el apéndice B. Los resultados que arro-
ja el tercer experimento, muestran la capacidad que tiene la SPII para calibrar la
cámara. Cuando no hay ruido se obtiene la longitud del foco casi idéntico al valor
original (0.01% de error en relación a la media), y cuando hay ruido en los puntos, el
porcentaje de error con base en la media sigue siendo bajo, aún en los experimentos
con el nivel más alto de ruido (3 ṕıxeles). Según [16], la reconstrucción tridimensio-
nal comienza a degradarse cuando el valor del foco difiere en más del 10% del valor
original. Por consiguiente, el algoritmo obtuvo excelentes resultados en todas las eje-
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6.3 Reconstrucción tridimensional a partir de dos imágenes

cuciones, ya que la longitud del foco obtenida en todas las ejecuciones está por debajo
del 10% de error.

Posteriormente, se realizó un experimento similar al anterior, pero en éste se mues-
tran tanto los parámetros obtenidos por la calibración de la cámara como los paráme-
tros de orientación y posición. Para realizar esta comparación fue necesario trasfor-
mar las matrices de proyección a su forma canónica. En la literatura no se encontró el
porcentaje de error permitido para que los parámetros de orientación y posición no
influyan en la reconstrucción tridimensional. No obstante, los parámetros de orienta-
ción y posición estimados vaŕıan por debajo del 3% del error relativo en relación a
los parámetros originales y para la longitud del foco en un 7% en el peor de los casos
para los diferentes niveles de ruido y con diferente número de correspondencias de
puntos (ver tablas B.1 y B.7 en la pág. 119, que representan los parámetros reales y
estimados respectivamente). Por ejemplo, la peor ejecución obtiene una longitud del
foco de 140.26 (8 correspondencias de puntos con nivel de ruido de 3 ṕıxeles) y el
valor original es de 150, es decir, 6.4% de error relativo. En el caso de los parámetros
de orientación, el peor resultado se dio en el ángulo β (resultado de emplear 8 corres-
pondencias de puntos con nivel de ruido de 3 ṕıxeles), donde el valor estimado es de
38.12 mientras que el valor original es de 36, lo cual representa un error relativo de
1.1%. Para los parámetros de posición el peor caso se presentó en tz donde en todas
las ejecuciones obtuvo un error relativo cercano al 3%. También se observa que, aun-
que son muy similares los valores en todas las ejecuciones, a mayor nivel de ruido,
el porcentaje de error se incrementa, y a mayor número de puntos, el porcentaje de
error disminuye ligeramente.

En el quinto experimento se realizó una comparación de la SPII con el método
convencional, el cual emplea las formulaciones derivadas de las ecuaciones de Kruppa
para calibrar la cámara [26], utilizando diferentes objetos (diferentes superficies y
números de puntos). La SPII siempre obtuvo reconstrucciones muy similares a los
objetos reales. En cuanto al método convencional se esperaban los mismos resultados,
sin embargo, esto no sucedió. Este algoritmo obtiene reconstrucciones que distan del
objeto real cuando se emplean pocas correspondencias de puntos. Por ejemplo, en
el cubo (ver fig. 6.2) se emplearon 8 puntos y en la reconstrucción se perdieron las
proporciones de sus dimensiones.

Figura 6.2: Cubo reconstruido mediante el método convencional.

Posteriormente, se probó la SPII sobre puntos que yacen en un mismo plano (ver
sexto experimento en la pág. 124). Este es un tipo de superficie cŕıtica. Sin embargo,
se han reportado algoritmos muy robustos que emplean homograf́ıas, tal es el caso
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del algoritmo de Zhang [16], para estimar la matriz de calibración. No obstante, el
inconveniente de estos algoritmos es que sólo se pueden aplicar en ese caso. En este
experimento, el algoritmo propuesto siempre converge a un valor cercano a la solución
óptima global y la reconstrucción es muy parecida al objeto original. Esto muestra
la robustez que tiene el algoritmo, ya que no es necesario modificarlo o desarrollar
uno nuevo para obtener resultados en esta superficie, a diferencia de los algoritmos
del estado del arte. Asimismo, la estimación de la longitud del foco de acuerdo a la
media está dentro del intervalo donde no se afecta la reconstrucción, aunque para el
valor mı́nimo y máximo śı se salen de este intervalo.

En el séptimo experimento, al aplicar la SPII sobre imágenes reales bajo configu-
raciones no cŕıticas, la SPII obtuvo resultados satisfactorios. En este caso se utilizaron
imágenes de una casa de campo pertenecientes al estado del arte e imágenes de un
juguete adquiridas en el laboratorio de pruebas. El análisis estad́ıstico muestra que la
SPII obtiene, en todas las ejecuciones y en los dos objetos, un error muy bajo con una
desviación estándar de 0.004 y 0.000871 ṕıxeles, respectivamente (ver las tablas B.12
y B.14 que se muestran en la pág. 129).

No obstante, se tuvo que aumentar a 10,000 generaciones, en el caso de la casa de
campo para obtener tales resultados. El error que se obtuvo en todas las ejecuciones
para los dos objetos se encuentran dentro del intervalo de error que pueden tener las
imágenes, el cual va de 0.2 a 2.0 ṕıxeles [183]. Asimismo, las objetos tridimensionales
reconstruidos, al igual que con los objetos sintéticos, presentan una gran similitud con
los objetos reales, por ejemplo, se observan ortogonalidad entre las ĺıneas, paralelismo
y dimensiones acordes con el objeto real bajo una transformación de similitud.

Finalmente, la SPII se puso a prueba sobre las configuraciones cŕıticas. En el
primer experimento realizado bajo estas configuraciones (experimento presentado en
la pág. 80), se observa que la información estad́ıstica con base en el error de la función,
es muy aproximado a los experimentos anteriores para los diferentes niveles de ruido,
e incluso, es más estable, ya que la desviación estándar es de 0.0 (ver tablas 5.2.3
y 5.2.3 para ambas configuraciones cŕıticas que se muestran en la pág. 82).

El objeto reconstruido se aprecia visualmente idéntico al objeto real bajo la pri-
mera configuración cŕıtica hasta 2 ṕıxeles de ruido; con 3 ṕıxeles se visualiza que las
ĺıneas formadas por tres puntos ya no son totalmente rectas, pero no pierde la estruc-
tura. En la segunda configuración cŕıtica, a primera vista, la reconstrucción parece ser
similar al objeto real, sin embargo, al observarlo desde otro punto de vista, todos los
puntos se encuentran sobre un mismo plano. Esto es consecuencia de la configuración
cŕıtica, debido a que la matriz, la cual se genera a partir del sistema de ecuaciones
lineales en la triangulación (en caso de tener los parámetros originales), es singular.

La SPII emplea ecuaciones normales y la matriz se resuelve por medio de determi-
nantes. Al emplear determinantes, si la matriz, en algún momento fuese singular, el
determinante seŕıa cero, y al evaluar la función, ésta generaŕıa un error muy grande.
Como la SPII debe minimizar la función, la matriz que se genera no debe ser singular.
Para lograr esto, los vectores de traslación t y t′ deben ser diferentes entre ellos. Por
tal motivo, los parámetros de posición no se obtienen correctamente. Tal situación se
observa en el tercer experimento (experimento expuesto en el apéndice C), al compa-
rar los valores de los parámetros de la cámara (ver tabla C.8 en la pág. 134) bajo la
segunda configuración cŕıtica, es decir, la estimación de los parámetros de orientación
y la calibración de la cámara se realiza correctamente, aún en las ejecuciones con
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6.3 Reconstrucción tridimensional a partir de dos imágenes

mayor error, sin embargo, no es posible obtener la estimación de los parámetros de la
posición. Al observar las gráficas del porcentaje de error (ver fig. C.5 en la pág. 136)
se visualiza claramente que los parámetros de la posición presentan un error extre-
madamente alto y no existe relación con el nivel de ruido añadido. En cuanto a los
parámetros de orientación y la longitud del foco, el porcentaje de error es bajo, in-
cluso para las ejecuciones que obtuvieron peores resultados. Por otro lado, el error
obtenido a partir de la función objetivo es cercano al nivel de ruido inducido en ambas
configuraciones cŕıticas y se mantiene estable en todas las ejecuciones. En el caso de
la primera configuración cŕıtica, las gráficas (ver fig. C.4 en la pág. 135) muestran que
todos los parámetros de la cámara tienen un porcentaje de error menor al 6%, para
todos los niveles de ruido. Además, existe un efecto interesante, en el cual algunos
parámetros de orientación y posición disminuyen su porcentaje de error cuando el
nivel de ruido se incrementa. Tal efecto supone que los parámetros de orientación y
posición no presentan una relación estrecha con la función objetivo, a diferencia del
parámetro intŕınseco (longitud del foco), donde el porcentaje de error se incrementa
linealmente en relación al nivel del ruido.

En el mismo experimento se midió el porcentaje de error entre las magnitudes
de los puntos tridimensionales reales y los puntos tridimensionales estimados. Esta
medición confirma la robustez del algoritmo, ya que se están comparando los puntos
reales (no los puntos con ruido) contra los puntos estimados. Además, es muy probable
que los mejores resultados obtenidos sean los óptimos globales, ya que están por
debajo del nivel de ruido que se les añadió a los puntos.

En la literatura se reportan diversos algoritmos para calibrar la cámara y esti-
mar los parámetros de orientación y posición mediante la matriz fundamental. Entre
los algoritmos que destacan para calibrar la cámara de forma automática están: el
algoritmo de Sturm et al. [26] y el algoritmo de Kanatani et al. [23]. Sin embargo,
existen configuraciones cŕıticas de la cámara donde estos algoritmos y, en general, los
algoritmos que emplean la matriz fundamental no pueden calibrar la cámara ni esti-
mar los parámetros de orientación y posición. Tal situación se visualiza en el cuarto
experimento bajo configuraciones cŕıticas (mostrado en el apéndice C, en la pág. 117).

En este experimento sólo se compara la SPII contra el método convencional utili-
zando diferentes objetos. Como ya se mencionó, el método convencional hace uso de la
matriz fundamental y emplea el algoritmo de Sturm et al. [26] para calibrar la cáma-
ra. Al emplear este método en las configuraciones cŕıticas, no se obtiene resultados
debido a la matriz fundamental calculada, la cual se observa como una cónica degene-
rada. En la primera configuración cŕıtica, la cónica que se generó se exhibe como una
ĺınea vertical recta en todos los objetos; en la segunda configuración cŕıtica, la cónica
se visualiza como una hipérbola degenerada, la cual se une formando una cruz. Estas
cónicas muestran la deficiencia que tiene la matriz fundamental de forma gráfica. Este
problema afecta a todos los algoritmos que emplean la matriz fundamental, ya que
imposibilita la extracción de los parámetros de la cámara. La solución propuesta no
sufrió de este problema, aún cuando se le añadieron dos variables más a estimar, las
cuales corresponden al punto principal. Todos los parámetros estimados de la cámara
son muy similares a los parámetros reales bajo la primera configuración cŕıtica y esto
se ve reflejado en las reconstrucciones, las cuales visualmente, aparentan ser idénticas
a las reales bajo una transformación de similitud. En la segunda configuración cŕıtica,
al igual que en resultados anteriores, sólo se obtienen los parámetros de orientación
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y los parámetros intŕınsecos, los cuales ahora son tres y no parecen afectados por la
configuración cŕıtica, como sucede con los parámetros de posición. Las reconstruccio-
nes de todos los objetos en esta configuración mantienen cierta forma de los objetos
originales, pero los puntos yacen sobre un mismo plano (tal efecto se observa mejor
con la media esfera, el cubo y la figura formada por cubos).

Otro experimento que arrojó resultados esperados, en cuanto a la reconstrucción
tridimensional, es el quinto experimento (experimento expuesto en el apéndice C), el
cual emplea puntos que yacen sobre un mismo plano. En este caso se esperaba obtener
una reconstrucción correcta para ambas configuraciones porque, de acuerdo a los
resultados anteriores, espećıficamente en la segunda configuración cŕıtica, los puntos
tridimensionales reconstruidos son coplanares. Al visualizar las reconstrucciones se
observa que en efecto, en ambas configuraciones los puntos tridimensionales fueron
reconstruidos correctamente y, al igual que en los experimentos previos, los parámetros
de traslación no se obtuvieron correctamente en la segunda configuración cŕıtica.
Por otro lado, el desempeño se mantiene firme de acuerdo al análisis estad́ıstico del
error mostrado en las tablas C.16 y C.17 en la pág. 145, en donde se observa que la
desviación estándar es menor a 0.24 ṕıxeles.

El segundo y sexto experimento (experimentos mostrados en el caṕıtulo de re-
sultados y en el apéndice C, respectivamente) se realizaron con puntos de imágenes
reales bajo la primera configuración cŕıtica. El primer par de imágenes pertenece a
un juguete y el otro pertenece a una cuadŕıcula (puntos sobre un mismo plano). El
análisis estad́ıstico del error muestra el excelente desempeño que tuvo el algoritmo
en todas las ejecuciones; siempre se mantuvo dentro del intervalo del error para las
imágenes reales, e incluso el error fue menor que en los experimentos de las confi-
guraciones no cŕıticas (la media del error es de 0.625 para el juguete y 0.43 para la
cuadŕıcula en configuraciones no cŕıticas, mientras que en las configuraciones cŕıticas
es de 0.3911 para el juguete y 0.256 para la cuadŕıcula) y ligeramente más estable, ya
que la desviación estándar es cercana a cero para el juguete y cero para la cuadŕıcula
(ver las tablas 5.11 y C.20 en la págs. 85 y 148, respectivamente). Es posible que el
decremento del error sea consecuencia de agregar ox y oy (punto principal) como va-
riables. Asimismo, los parámetros de orientación y posición estimados concuerda con
gran exactitud (menos del 3% de error relativo). En cuanto a los parámetros intŕınse-
cos, la longitud del foco se encuentra dentro del intervalo de las cámaras actuales y
el punto principal presenta un pequeño desplazamiento del centro de la imagen, el
cual probablemente contribuyó en la disminución del error. No obstante, fue necesario
incrementar el número de generaciones a 10,000 para obtener estos resultados.

En todos los experimentos realizados, la variante de la evolución diferencial que se
usó fue la rand/1/bin; los parámetros empleados que generaron los mejores resultados
y que permitieron que todas las ejecuciones llegaran a soluciones óptimas globales o
muy cercanas a ellas son: tamaño de población de 30, la constante de recombinación
de 0.9 y la constante de diferencia de 0.85.
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6.4. Reconstrucción tridimensional a partir de tres

o más imágenes

Cuando se tienen tres o más imágenes adquiridas por la misma cámara, el proble-
ma radica en estimar los parámetros de orientación y posición de la misma al tomar
cada una de las imágenes. La calibración de la cámara es posible obtenerla con sólo
dos imágenes, ya que los parámetros internos de la cámara no se modifican. Para
lidiar con este problema se propuso la solución III (SPIII). Esta solución se divide en
dos fases: la primera emplea la SPII para calibrar la cámara, estimar los parámetros
de orientación y posición, y calcular los puntos tridimensionales, a partir de las pri-
meras dos imágenes, con base en la función objetivo g de la ecuación (6.5); la segunda
sólo estima los parámetros de orientación y posición de las imágenes restantes y los
puntos tridimensionales, para lo cual, emplea la misma función objetivo g con los
valores de la matriz de calibración y los parámetros de orientación y posición de la
imagen anterior , es decir,

gve(Rj , tj,X
j
i , s) =

1

c

c∑

i=1

(
d(xj−1

i , x̂j−1
i ) + d(x′j

i , x̂′j
i )
)

∀j > 2, (6.6)

donde xj y x′

j son los j-ésimos puntos de la imagen y los puntos estimados que
pertenecen a la j-ésima matriz de proyección Mj de la j-ésima vista, y s un factor de
escala, el cual se aplica al vector de traslación de la j-ésima vista para ayudar a la
convergencia del algoritmo. Obviamente, es necesario que existan correspondencias
de puntos en al menos tres imágenes.

En los experimentos realizados se emplearon cuatro imágenes sintéticas por cada
objeto (parte de un anillo y figura formada por cubos) con diferentes matrices de
proyección. En un principio se emplearon 5,000 generaciones para la primera fase de
la SPIII. Sin embargo, al ejecutar la segunda fase, con la segunda y tercera imagen,
aproximadamente la mitad de ejecuciones generaron un error mucho mayor al nivel
de ruido añadido, el cual al propagarse al siguiente par de imágenes (tercera y cuarta
imagen) éste se incrementaba de forma cuadrática (aproximadamente).

Posteriormente se emplearon 10,000 generaciones en la primera fase, esto trajo
consigo mayor estabilidad en los parámetros de la cámara (ver tablas 5.15 y 5.16 de
las estad́ısticas del error en la pág. 89) y las ejecuciones en las segunda fase generaron
una media del error muy cercana al nivel de ruido añadido. Por ejemplo, en el primer
experimento se obtuvo una media del error de 0.06, 0.92, 2.20 y 3.34 ṕıxeles para los
diferentes niveles de ruido. Sin embargo, cuando se reconstruyó la figura formada por
cubos (segundo experimento), en el nivel de ruido de 3 ṕıxeles y bajo la fase dos, el
algoritmo obtienen un error de 5.29 y 6.93 ṕıxeles, los cuales son valores similares al
doble del nivel de ruido. Es muy probable que si se tiene un mayor número de imágenes
y un nivel de ruido alto (3 o más ṕıxeles), las últimas iteraciones de la segunda fase
podŕıan verse afectadas severamente. Este efecto también se observa en las estad́ısticas
del error acumulado. Por otro lado, es posible que las diferencias de los parámetros
de orientación entre las imágenes afecte el desempeño del algoritmo aunado al nivel
de ruido. Por ejemplo, el mayor intervalo de rotación entre las imágenes del anillo fue
de 45◦, mientras que, para el objeto formado por cubos fue de 120◦.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En esta tesis se propusieron cuatro soluciones: la primer solución realiza el proceso
de la triangulación, y las otras tres soluciones obtienen la reconstrucción tridimen-
sional métrica, es decir, calibran la cámara, estiman los parámetros de orientación
y posición de la misma por cada vista y realizan la triangulación. Estas soluciones
hacen uso de los algoritmos evolutivos como método de optimización. Asimismo, se
propuso otra solución para resolver el ajuste de la mejor elipse dado un conjunto de
puntos, el cual es otro problema del área de Visión por Computadora.

1. La primera propuesta1 es una solución que plantea al problema de la triangu-
lación como un problema de optimización, donde la función a minimizar es la
distancia euclidiana entre los puntos de la imagen y los puntos bidimensionales
estimados. En principio, se mostró que, al resolver la triangulación como un
problema mono-objetivo mediante un algoritmo genético y un algoritmo de op-
timización por cúmulos de part́ıculas, se obtienen resultados que distan en gran
medida de la solución óptima global. Posteriormente, se aplicó una metodoloǵıa
que transforma el problema mono-objetivo a un problema multi-objetivo, el cual
fue resuelto mediante el algoritmo NSGA-II. Esta transformación trajo consigo
una mejora dramática en los resultados. Además, se obtuvieron mejores resulta-
dos, en comparación con los mejores métodos reportados en la literatura (LLS
y Poly-Abs), sobre las reconstrucciones af́ın y proyectiva cuando se tienen po-
cas correspondencias de puntos para calcular las matrices de proyección y tales
puntos presentan un nivel de ruido alto. El problema de la solución propuesta es
el tiempo para obtener los resultados, de tal forma que, no es posible integrarla
a un sistema de tiempo real. Cabe señalar que este problema se suma a los
dos casos reportados en la literatura [168, 169], donde se aplicó exitosamente la
metodoloǵıa de transformar un problema mono-objetivo a uno multi-objetivo.

2. Las soluciones propuestas (SPI, SPII y SPIII) realizan la calibración de la cáma-
ra, la estimación de los parámetros de orientación y posición sobre cada una de
las vistas adquiridas por la cámara (sin calibración previa) y, al mismo tiempo,
calcula los puntos tridimensionales (triangulación) a partir de dos o más imáge-
nes. Estas soluciones plantean a estos tres problemas como un problema de
optimización (bajo el modelo de la cámara oscura), el cual tiene como función
objetivo la media de la distancia euclidiana entre los puntos de cada imagen
y los puntos bidimensionales estimados. Esta función no emplea la matriz fun-
damental, de tal forma que las soluciones propuestas tienen la capacidad de

1Propuesta aceptada y publicada en el congreso de EvoWorkshops (EvoIASP) 2007 [181].
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obtener los parámetros de la cámara y reconstruir los objetos sobre cualquier
superficie y en cualquier configuración de la cámara, incluso en la primera confi-
guración cŕıtica, donde hasta el momento los algoritmos actuales no han podido
obtener una reconstrucción tridimensional métrica. En todas las soluciones, el
problema de optimización fue resuelto con la evolución diferencial. La primer
solución propuesta (SPI) estima todos los parámetros de la cámara y los pun-
tos tridimensionales mediante la evolución diferencial a partir de dos imágenes.
Esto trae consigo que se necesiten alrededor de 500,000 generaciones para que
la evolución diferencial presente un excelente desempeño, es decir, converger
a una solución óptima global o cercana a ella. Sin embargo, esta cantidad de
generaciones se traduce en minutos. La segunda solución propuesta2 (SPII) es-
tima todos los parámetros de la cámara a partir de dos imágenes mediante la
evolución diferencial y calcula los puntos tridimensionales a través de un sis-
tema de ecuaciones lineales no homogéneo, resuelto con ecuaciones normales.
Con esta nueva solución se redujo en dos órdenes de magnitud el número de
generaciones (5,000 generaciones), al igual que el tiempo de ejecución, aunque
no es suficiente para emplearse en sistemas de tiempo real. El desempeño de la
SPII es ligeramente mejor que la SPI y más estable. Asimismo, las reconstruc-
ciones generadas son muy similares de manera visual y al medir las dimensiones
de los objetos reales bajo una escala arbitraria. La robustez de la SPII permite
obtener un buen desempeño tanto en escenarios virtuales con diferentes niveles
de ruido, como en escenarios del mundo real. La tercera solución propuesta3

(SPIII) estima todos los parámetros de la cámara mediante la evolución dife-
rencial y calcula los puntos tridimensionales mediante un sistema de ecuaciones
lineales no homogéneo, resuelto con ecuaciones normales, a partir de tres o más
imágenes. La SPIII se divide en dos fases: la primera calibra la cámara y estima
los parámetros de orientación y posición de las primeras dos vistas mediante
la SPII; la segunda fase estima los parámetros de orientación y posición de
las vistas restantes mediante la evolución diferencial, y calcula los puntos tri-
dimensionales que pertenecen a esas imágenes restantes, mediante ecuaciones
normales. La SPIII permite emplear más de dos imágenes, de tal forma que es
posible hacer una reconstrucción tridimensional del objeto en su totalidad. El
desempeño de la SPIII es bastante bueno de acuerdo a los resultados obtenidos
(donde se emplean cuatro imágenes), sin embargo, parece que su desempeño se
ve disminuido cuando se incrementa el número de vistas.

3. La última propuesta4 es una solución para resolver el problema de ajuste de
puntos a una elipse. La definición del problema y la solución propuesta se pre-
sentan en el apéndice A. Esta solución plantea al problema de ajuste geométrico
como un problema de optimización, en el cual, la función objetivo a minimizar
es la suma de la distancia euclidiana entre los puntos y la elipse. La solución
emplea la función paramétrica de la elipse para estimar el punto sobre la cónica,
ortogonal al punto a ajustar. Asimismo, se mostró que la evolución diferencial
necesita de un número menor de generaciones y tiempo, en comparación con un

2Propuesta aceptada y publicada en el congreso mundial en Computational Intelligence sesión
especial Evolutionary Computer Vision (WCCI/CEC) 2008 [184].

3Propuesta aceptada y publicada en el congreso de EvoWorkshops (EvoIASP) 2008 [185].
4Propuesta aceptada y publicada en el congreso de EvoWorkshops (EvoIASP) 2007 [186].
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algoritmo genético para converger, debido a la representación real (no binaria
como el algoritmo genético) y a los operadores que se aplican a la población en la
evolución diferencial, los cuales simulan a los métodos de gradiente. Asimismo,
se mostró que el tipo de distancia empleada en la función objetivo (euclidia-
na o su cuadrado) influye en la forma de la cónica resultante. Por otro lado,
se encontraron casos (cuando se le incorporan restricciones a la cónica), donde
el mejor algoritmo reportado queda atrapado en un óptimo local y la solución
propuesta siempre obtiene valores muy cercanos al óptimo global. Finalmente,
se desarrolló un algoritmo h́ıbrido que emplea la evolución diferencial para ini-
cializar el algoritmo propuesto por Ahn [28] y obtener la solución óptima global
en 10 generaciones con 10 individuos.

Cabe señalar que una de las bondades de estas soluciones es que no requieren una
estimación inicial cercana a la solución óptima global para su convergencia. Por otro
lado, la evolución diferencial puede lidiar con funciones que no pueden ser tratadas
anaĺıticamente, a diferencia de los métodos de gradiente, de tal forma que es posible
emplear la distancia euclidiana como función objetivo a minimizar.

7.1. Contribuciones

Las principales contribuciones de esta tesis son las siguientes:

1. Se resolvió, efectivamente, el problema de triangulación. Este problema fue re-
suelto como un problema de optimización multi-objetivo mediante el algoritmo
NSGA-II [29]. Esta solución presenta mejores resultados cuando el nivel de rui-
do es alto, bajo reconstrucciones proyectivas y afines, en comparación con los
mejores algoritmos reportados en la literatura.

2. Se propusieron dos soluciones (SPI y SPII) que permiten calibrar correcta y
eficientemente la cámara, estimar los parámetros de orientación y posición, y
calcular los puntos tridimensionales a partir de dos imágenes adquiridas por
una cámara sin calibración previa mediante el uso de la evolución diferencial.
Esta contribución es la más importante del trabajo de tesis presentado, debido a
que esta solución obtiene reconstrucciones tridimensionales métricas aún cuando
sólo exista traslación pura5 al adquirir las imágenes o cuando se presenta una
superficie cŕıtica (puntos que yacen en el mismo plano).

3. Se propuso la SPIII que permite también calibrar la cámara, estimar los paráme-
tros de orientación y posición, y calcular los puntos tridimensionales en el pro-
ceso de la reconstrucción tridimensional, pero esta vez a partir de tres o más
imágenes adquiridas por una cámara sin calibración previa, mediante el uso de
la evolución diferencial.

4. Se propuso una solución efectiva que ataca al problema de encontrar la me-
jor elipse que se ajuste a un conjunto de puntos dados, sin restricciones y con

5Configuración cŕıtica de la cámara donde los algoritmos que emplean la geometŕıa epipolar, no
han podido obtener una reconstrucción tridimensional métrica.
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restricciones, mediante un algoritmo genético y la evolución diferencial. La so-
lución propuesta está basada en [28], pero tiene la flexibilidad de minimizar la
distancia euclidiana o su cuadrado. Esta solución supera los resultados de los
mejores algoritmos reportados en la literatura.

7.2. Publicaciones

Enseguida se presentan las publicaciones elaboradas a partir del trabajo reali-
zado en esta tesis. En principio se exhibe el trabajo realizado y, posteriormente, la
bibliograf́ıa de la publicación.

1. Se elaboró y publicó un art́ıculo donde se muestran los resultados de la solu-
ción propuesta que ataca al problema de triangulación como un problema de
optimización multi-objetivo. Ver:

Israel Vite Silva, Luis Gerardo de la Fraga, Nareli Cruz Cortés y Gre-
gorio Toscano Pulido. Optimal triangulation in 3D Computer Vision
using a multi-objective evolutionary algorithm. In M. Giacobini et al.,
editor, EvoWorkshops 2007 (EvoIASP), LNCS 4448, pages 330-339,
Springer-Verlag, Valencia, España, 2007.

2. Se elaboró y publicó un art́ıculo donde se muestran los resultados de la SPII, la
cual permite la reconstrucción tridimensional métrica a partir de dos imágenes
en configuraciones y superficies cŕıticas y no cŕıticas. Ver:

Luis Gerardo de la Fraga e Israel Vite Silva. Direct 3D metric recons-
truction from two views using differential evolution. In V. Ciesielski
et al., editor, WCCI ’08: Proceedings of the IEEE World Congress on
Computational Intelligence and Evolutionary Computer Vision, pages
3265-3272, Springer-Verlag, Hong Kong, China, 2008.

3. Se elaboró y publicó un art́ıculo donde se muestran los resultados de la SPIII,
la cual permite obtener la reconstrucción tridimensional métrica a partir de tres
o más imágenes. Ver:

Luis Gerardo de la Fraga y Israel Vite Silva. Direct 3D metric re-
construction from multiple views using differential evolution. In M.
Giacobini et al., editor, EvoWorkshops 2008 (EvoIASP), LNCS 4974,
pages 341-346, Springer-Verlag, Napoli, Italy 2008.

4. Se elaboró y publicó un art́ıculo donde se muestran los resultados obtenidos de
la solución propuesta que lidia con el problema de ajuste de puntos a un elipse
mediante un algoritmo genético. Ver:

Luis Gerardo de la Fraga, Israel Vite Silva y Nareli Cruz Cortés. Eu-
clidean distance fit of ellipses with a genetic algorithm. In M. Giaco-
bini et al., editor, EvoWorkshops 2007 (EvoIASP), LNCS 4448, pages
359-366, Springer-Verlag, Heidelberg, Berlin, 2007.
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5. Se elaboró y fue aceptado un caṕıtulo con los resultados obtenidos de la solución
propuesta que ataca el problema de ajuste de puntos a una cónica mediante la
evolución diferencial. Ver:

Euclidean distance fit of conics using differential evolution, del libro,
Evolutionary Image Analysis and Signal Processing in their Studies
in Computational Intelligence, Springer-Verlag, 2008. Autores: Luis
Gerardo de la Fraga, Israel Vite Silva y Nareli Cruz Cortés.

7.3. Trabajo futuro

De las soluciones propuestas en esta tesis se desprenden posibles trabajos futuros
con base en los problemas que se atacaron.

En el problema de la triangulación, seŕıa interesante emplear la evolución diferen-
cial para atacar el problema mono-objetivo o aplicar una versión multi-objetivo de la
evolución diferencial para comparar contra el NSGA-II con base en el desempeño y
el tiempo de ejecución. Además, se podŕıa analizar la relación entre el ruido de las
imágenes y el frente de Pareto cuando la triangulación se plantea como un problema
multi-objetivo. Esta relación puede ser utilizada para conocer qué imagen presenta un
nivel de ruido mayor o eliminar correspondencias que son incorrectas. También, las
soluciones del frente de Pareto pueden ser elegidas si se conoce el ruido que presentan
las imágenes. Finalmente, la solución puede extenderse para realizar la triangulación
a partir de tres o más puntos bidimensionales que pertenezcan al mismo punto tridi-
mensional. Para ello basta con agregar a la función objetivo, la distancia euclidiana
entre los puntos de la siguiente imagen y los puntos bidimensionales estimados.

En el problema de la reconstrucción tridimensional, se podŕıa emplear algún méto-
do clásico de optimización para formar un algoritmo h́ıbrido que necesite menos tiem-
po para converger. Por otro lado, para calcular la matriz de rotación se podŕıan em-
plear los cuaterniones o coordenadas exponenciales, esto podŕıa disminuir el tiempo
de ejecución y hacer al algoritmo más estable. También seŕıa importante generar un
conjunto de experimentos con parámetros bien definidos, que contemplen las configu-
raciones cŕıticas y las superficies cŕıticas, aśı como la reconstrucción tridimensional
y el error obtenido para tenerlos como referencia de comparación. De igual forma,
es necesario profundizar y analizar el tema de la triangulación cuando se está en la
segunda configuración cŕıtica, de tal forma que sea posible obtener una reconstrucción
tridimensional correcta. Por otra parte, se pueden extender las soluciones propuestas
(SPII y SPIII) para lidiar con correspondencias de puntos que no pertenezcan al mis-
mo punto tridimensional o que presenten mucho ruido. Asimismo, seŕıa conveniente
que se probara, cuál es el número máximo de imágenes que puede manejar la SPIII sin
que el error se incremente a tal grado que la reconstrucción obtenida sea incorrecta,
y aśı realizar las comparaciones pertinentes con algoritmos del estado del arte.
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Apéndice A

Ajuste de la mejor elipse a un
conjunto de puntos

Otro problema de visión por computadora que fue resuelto en esta tesis es el
ajuste de la mejor elipse a un conjunto de puntos dado. Este es un problema que
puede verse como un problema simplificado de los algoritmos sobre reconstrucción
tridimensional, tratados en esta tesis; conserva las mismas caracteŕısticas de ellos,
esto es, es un problema geométrico con una función no lineal que puede establecerse
como un problema de optimización.

La idea en mente al resolver este problema fue visualizar, de una forma más
simple, cómo se comporta un algoritmo evolutivo al resolver un problema geométrico.
La hipótesis de trabajo que se tuvo, fue que la metodoloǵıa usada para resolver este
problema del ajuste de la mejor elipse se puede extender a problemas más dif́ıciles.

El ajuste de la mejor elipse a un conjunto puntos fue resuelto, en principio, median-
te un algoritmo genético (AG) [186]. Posteriormente, se utilizó la evolución diferencial,
la cual emplea una representación real (en punto flotante) de las variables a diferencia
de la representación binaria del AG, lo cual constituye un motor de búsqueda más
eficiente [132]. La metodoloǵıa usada puede extenderse a todas las cónicas (hipérbola,
parábola y ćırculo), como se hizo en [186].

El ajuste de la mejor elipse es un problema importante de visión por computadora,
ya que la proyección de un ćırculo es una elipse y se puede usar para recuperar
las dimensiones de las llantas de un auto, estimar las deformaciones de los ojos,
ajustar la forma de una cara en reconocimiento de rostros, conocer las órbitas de
los planetas, entre otras aplicaciones. Los métodos alternativos para la detección y
análisis de caracteŕısticas geométricas son la transformada de Hough y el método de
momentos [187]. En [188] se presenta un algoritmo interesante para detectar elipses
usando la transformada de Hough y la evolución diferencial.

A.1. Descripción del problema

El problema de ajuste de la mejor elipse tiene dos posibles soluciones: el ajuste al-
gebraico y el ajuste geométrico [28]. Una elipse puede ser representada impĺıcitamente
por la ecuación general de las cónicas ax2+bxy+cy2+dx+ey+f = 0, si esta ecuación
cumple con b2−4ac < 0. Cuando se sustituye el valor de un punto (x, y) en la ecuación
de la elipse, al valor obtenido de la ecuación impĺıcita se le conoce como distancia
algebraica. Esta formulación permite generar algoritmos muy eficientes, debido a que
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A.1 Descripción del problema

el problema de ajuste es lineal y puede ser resuelto de forma determinista con un
método que resuelva el problema generalizado de los vectores propios [189, 190].

La principal desventaja al emplear el ajuste algebraico es que la elipse estará dis-
torsionada si los valores de los puntos no se conocen con suficiente precisión [28]. El
mejor ajuste se obtiene al emplear un algoritmo con ajuste geométrico, ya que este
ajuste toma en cuenta la distancia euclidiana entre el punto y la elipse a ajustar.
Al emplear esta distancia se genera un problema no lineal, el cual puede resolverse
mediante la expansión en series de Taylor de la ecuación de la distancia euclidiana, y
si se tiene un valor inicial, cercano a la solución real. En este caso, es necesario iterar
hasta encontrar la solución óptima global1. Sin embargo, la distancia euclidiana uti-
liza la ráız cuadrada y su derivada no es continua en todo el espacio de búsqueda. Al
elevar al cuadrado la distancia euclidiana, su derivada se torna continua en todo el
espacio de búsqueda. A esta distancia se le conoce como el cuadrado de la distancia
euclidiana y puede ser minimizada mediante métodos iterativos de gradiente [29].

La principal desventaja al emplear el cuadrado de la distancia euclidiana es que
los puntos más lejanos tienen mayor peso que los puntos más cercanos a la curva al
momento de minimizar la distancia. Otra importante desventaja es que los métodos
de gradiente necesitan de un valor inicial, cercano a la solución óptima global, para
evitar que quede atrapado en un óptimo local.

Por conveniencia y sólo en este apéndice, los puntos en el sistema de coordenadas
global se representa con letras mayúsculas, mientras que los puntos en el sistema de
coordenadas rotado se representa con minúsculas.

La elipse se caracteriza geométricamente por cinco parámetros: Xc, Yc, a, b, y α.
Xc = (Xc, Yc) es el centro de la elipse, a y b son los semiejes mayor y menor, respec-
tivamente, y α es el ángulo de pose definido entre el semieje mayor y el eje X, como
se observa en el diagrama de la figura A.1.

x

x

Y

X

α(Xc, Yc)

x′

y

Figura A.1: Ajuste de la mejor elipse a un conjunto de puntos

El mejor algoritmo que realiza el ajuste geométrico de una elipse es el algoritmo

1La mı́nima suma de distancias entre los puntos dados y la cónica a ajustar.
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A. AJUSTE DE LA MEJOR ELIPSE A UN CONJUNTO DE PUNTOS

de ajuste de distancias ortogonales por mı́nimos cuadrados (LSODF por sus siglas en
inglés) propuesto por Ahn et al., en [28]. Este algoritmo ejecuta los siguientes pasos:

1. Obtener un valor inicial mediante el ajuste algebraico a una elipse a partir de
n puntos Xi, 1 ≤ i ≤ n.

2. Calcular los puntos x′

i, los cuales son los puntos sobre la cónica ortogonales a
los puntos xi mediante el método de Newton.

3. Mediante el método de Gauss-Newton minimizar la suma del cuadrado de la
distancia euclidiana,

∑
d2 =

N∑

i=1

||xi − x′

i||2. (A.1)

En lugar de los pasos 1 y 3, se propuso emplear algoritmos genéticos y la evolución
diferencial para resolver el problema de optimización, sujeto a encontrar la mı́nima
suma de las distancias, tanto euclidiana

∑
d, como el cuadrado de ésta

∑
d2.

A.1.1. Cálculo de los puntos sobre la elipse ortogonales a los
puntos dados

En [28] emplean la ecuación reducida de la elipse. De esta forma se garantiza que
se está ajustando una elipse. La ecuación reducida de la elipse es:

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

Dada una elipse general, puede tratarse con la ecuación reducida de la misma si
se traslada el eje de coordenadas al centro de la elipse (Xc, Yc), y se rota su ángulo
de pose α, como se indica en la figura A.1. Esto es:

xi = R(Xi − Xc), (A.2)

donde R es la matriz de rotación representada por

R =

[
cos α sen α
− sen α cos α

]
.

El siguiente paso es hallar el punto más cercano a la elipse (la elipse ya está en
su forma reducida) que sea ortogonal a ella y que pase por el punto dado. Dada la
ecuación paramétrica de la elipse en su forma reducida g(t) = (a cos t, b sen t), donde t
es la variable paramétrica, su derivada es g′(t) = (−a sen t, b cos t), la cual representa
el vector tangente a la elipse, y el vector normal es n(t) = (b cos t, a sen t). Para
calcular el valor de t, correspondiente al punto x′ sobre la elipse y que sea normal al
punto x, se debe estimar la ecuación de la ĺınea que pase por el punto x y que sea
normal a la elipse, es decir, (x − b cos t, y − a sen t). Esta ĺınea debe intersecarse a la
elipse en el punto x′ = (a cos t, b sen t), de tal forma que al igualar ambos términos
mediante el despeje de l y sustituyéndola en la otra ecuación se obtiene,
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A.2 Resultados al emplear algoritmos evolutivos
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Figura A.2: Ejemplos de la curva con base en la ecuación (A.3), para una elipse con a = 4
y b = 2. En la figura se muestran los valores del punto dado (x, y) para ambas curvas.

ge(t) = yb cos t − xa sen t + (a2 − b2)(cos t)(sen t) = 0, (A.3)

la cual, de forma muy burda, tiene dos soluciones si el punto x está fuera de la elipse,
o cuatro soluciones si el punto está dentro de la elipse. La curva de la función (A.3)
presenta una forma muy suave, como se muestra en la figura A.2.

El punto x′ puede calcularse mediante el método de Newton, usando el punto
inicial t0 = arctan[(y/a)/(x/b)], el cual es calculado por la función atan2 para obtener
su valor en cualquier cuadrante. El método de Newton converge en sólo tres o cuatro
iteraciones, debido a la forma muy suave de la curva, como se ve en la figura A.3.

La suma de las distancias puede calcularse en el sistema de coordenadas xy, para
evitar transformar el punto calculado sobre la elipse al sistema de coordenadas global
XY (ver fig. A.1).

A.2. Resultados al emplear algoritmos evolutivos

El problema de ajuste de la mejor elipse se resolvió mediante dos algoritmos
evolutivos: un algoritmo genético (AG) y la evolución diferencial (ED). Se hicieron
dos tipos de experimentos, el primero corresponde al ajuste de la mejor elipse sin
restricciones y el segundo a una elipse con restricciones.

A.2.1. Ajuste de la mejor elipse sin restricciones

El primer experimento consta de 8 puntos2: (1, 7), (2, 6), (5, 8), (7, 7), (9, 5), (3, 7),
(6, 2) y (8, 4). En ambos algoritmos se emplearon los siguientes intervalos para cada
una de los parámetros a estimar: 1 ≤ a, b ≤ 15, −10 ≤ Xc, Yc ≤ 10 y 0 ≤ α ≤ π/2.

En el algoritmo genético (AG) se empleó una precisión de 13 decimales, de modo
que la longitud total del cromosoma quedó de 234 bits (47 bits para la variable a,
47 bits para la variable b, Xc y Yc requieren de 48 bits cada uno, y α necesita 44
bits). La aptitud de los individuos se calcula con la ecuación (A.1) para el cuadrado
de la distancia euclidiana o la ráız de esta ecuación para la distancia euclidiana.

2Este conjunto de puntos fue tomado de los experimentos realizados en [28].
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A. AJUSTE DE LA MEJOR ELIPSE A UN CONJUNTO DE PUNTOS

Figura A.3: Elipses reconstruidas por:
LSODF (ĺınea punteada), AG (ĺınea con
cruces) y ED (ĺınea sólida); con base en la
distancia euclidiana (excepto el LSODF).

Figura A.4: Elipses reconstruidas por:
LSODF (ĺınea punteada), AG (ĺınea con
cruces) y ED (ĺınea sólida); con base en
el cuadrado de la distancia euclidiana.

Los parámetros del AG que ofrecen mejores resultados para este problema son: 100
individuos en la población, 3000 generaciones, cruza de un punto, porcentaje de cruza
de 0.8, sobrante estocástico como tipo de selección, representación binaria con código
Gray y porcentaje de mutación de 1/L, donde L es la longitud del cromosoma en
bits.

La función objetivo de la evolución diferencial es la misma que la del AG, la
representación de las variables es real y los parámetros empleados son: tamaño de
población de 20, 300 generaciones, porcentaje de recombinación de 0.8 y constante
de diferencia de 0.8. En la tabla A.1 y A.2 se observan los resultados del algoritmo
propuesto por Ahn [28] (LSODF) y los algoritmos evolutivos a partir de 40 ejecuciones
para el caso de la distancia euclidiana y el cuadrado de la misma, respectivamente.

Al emplear la distancia euclidiana, no puede usarse el algoritmo LSODF. El algo-
ritmo genético, en su mejor ejecución, obtiene un valor cercano a la solución óptima
global, pero con base en las demás ejecuciones y a la desviación estándar (d.e.), pre-
senta ciertas dificultades para converger a una solución cercana al óptimo global. En
cambio, la evolución diferencial es más estable y encuentra soluciones muy cercanas
al óptimo global en todas las ejecuciones que se realizaron. Además, la evolución
diferencial sólo necesita 6,000 evaluaciones para obtener estos resultados, mientras
que el algoritmo genético necesita 300,000 evaluaciones. En las figuras A.5 y A.6 se
muestran las gráficas de convergencia de ambos algoritmos evolutivos, en las cuales
se observa que la evolución diferencial obtiene la solución cercana al óptimo global en
menos generaciones y en un tiempo mucho menor que el algoritmo genético.

Al emplear el cuadrado de la distancia euclidiana se presenta el mismo efecto
que con la distancia euclidiana para los algoritmos evolutivos. Es decir, la evolución
diferencial genera mejores resultados y en menos generaciones. En cuanto al algoritmo
LSODF, éste llega a la solución óptima global; esta solución también se presenta en
la mejor ejecución del AG y ED, y en la media de la ED.

En las figuras A.3 y A.4 se muestran las reconstrucciones de la elipse cuando se
emplea como función objetivo la distancia euclidiana y el cuadrado de ésta, respectiva-
mente. Las elipses reconstruidas fueron obtenidas por los tres algoritmos, en relación
a los valores más cercanos a la media para el caso de los algoritmos evolutivos.

En el caso de la distancia euclidiana, la cónica obtenida por los algoritmos evo-
lutivos es totalmente diferente a la cónica que se obtiene con el algoritmo LSODF,
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Figura A.5: Media del error ± la desvia-
ción estándar y el tiempo de ejecución,

para 40 ejecuciones del AG.
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Figura A.6: Media del error ± la desvia-
ción estándar y el tiempo de ejecución,

para 40 ejecuciones del ED.

Algoritmo Tipo a b xc yc α Error
LSODF 6.518 3.031 2.699 3.815 0.359 2.727

AG Mejor 14.404 3.863 -4.664 1.364 0.314 2.316
Media 7.589 3.083 1.701 3.543 0.286 2.447
Peor 3.239 2.967 4.904 4.769 0.162 2.664
d.e. 3.254 0.294 2.805 1.051 0.178 0.102
i.c. [7.747,9.567] [3.185,3.348] [-0.125,1.392] [2.875,3.475] [0.284,0.383] [2.423,2.478]

ED Mejor 14.948 3.910 -5.153 1.144 0.319 2.303
Media 14.739 3.891 -4.956 1.199 0.320 2.308
Peor 14.686 3.884 -4.881 1.182 0.324 2.315
d.e. 0.230 0.024 0.214 0.080 0.001 0.004
i.c. [14.619,14.827] [3.877,3.898] [-5.036,-4.852] [1.182,1.252] [0.318,0.320] [2.306,2.310]

Tabla A.1: Resultados del ajuste de la mejor elipse sin restricciones con base en la distancia
euclidiana.

Algoritmo Tipo a b xc yc α Error
LSODF 6.518 3.031 2.699 3.815 0.359 1.373

AG Mejor 6.500 3.030 2.714 3.823 0.359 1.373
Media 5.337 2.929 3.657 4.282 0.315 1.386
Peor 13.850 3.786 -3.658 0.856 0.411 1.410
d.e. 2.565 0.263 2.201 1.034 0.028 0.011
i.c. [8.108,9.478] [3.199,3.343] [0.145,1.411] [2.614,3.194] [0.372,0.387] [1.383,1.390]

ED Mejor 6.516 3.031 2.701 3.816 0.359 1.373
Media 6.516 3.031 2.701 3.816 0.359 1.373
Peor 6.705 3.296 2.510 3.786 0.393 1.386
d.e. 0.654 0.066 0.554 0.260 0.008 0.0
i.c. [6.521,6.956] [3.031,3.775] [-2.992,2.677] [1.055,3.822] [0.359,0.420] [1.373,1.380]

Tabla A.2: Resultados del ajuste de la mejor elipse sin restricciones con base en el cuadrado
de la distancia euclidiana.

e incluso difiere de la cónica obtenida al emplear el cuadrado de la distancia eucli-
diana. Con este experimento se puede comprobar que śı existe una diferencia en los
resultados al emplear la distancia euclidiana en lugar del cuadrado de la misma.

A.2.2. Ajuste de la mejor elipse con restricciones

En el ajuste de la mejor elipse con restricciones también se deben estimar los
cinco parámetros que conforman a la elipse (Xc, Yc, a, b, α), pero se deben cumplir las
siguientes dos restricciones: α = π/2 y ab = 20. Estas restricciones se introdujeron en
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A. AJUSTE DE LA MEJOR ELIPSE A UN CONJUNTO DE PUNTOS

ambos algoritmos evolutivos de la siguiente manera: el valor del ángulo deja de ser
una variable y se fija al valor requerido α = π/2. Una de las dos longitudes de los
ejes (a o b) se deja como variable y la otra en relación a ésta, por ejemplo, a se deja
como variable y b en relación a ella mediante b = 20/a para cumplir con la segunda
restricción. Por lo tanto, sólo restan tres variables a, Xc y Yc a estimar.

El conjunto de puntos para realizar este experimento es: (8, 1), (3, 6), (2, 3), (7, 7),
(6, 1), (6, 10) y (4, 0), los cuales se tomaron de los experimentos presentados en [28].
En ambos algoritmos, los ĺımites de las variables son los mismos que en el experimento
anterior, aśı como sus parámetros, excepto por el número de generaciones, el cual se
redujo a 1000 generaciones para el algoritmo genético y a 100 generaciones para la
evolución diferencial. Asimismo, la longitud del cromosoma en el algoritmo genético
se decrementó a 143 bits, debido a que se eliminaron dos variables.

En la tabla A.3 y A.4 se presentan los resultados del algoritmo LSODF y los algo-
ritmos evolutivos a partir de 40 ejecuciones para el caso de la distancia euclidiana y el
cuadrado de ésta, respectivamente. Tanto el algoritmo genético como la evolución di-
ferencial presentan muy buenos resultados para ambas distancias, con una desviación
estándar muy pequeña (menor a 0.0001). Esto se traduce en que ambos algoritmos
son muy estables. Sin embargo, el error que se obtiene con la evolución diferencial
es menor, a nivel de decimales, que los resultados del AG. En este experimento, el
algoritmo LSODF no converge a la solución óptima global o en su vecindad, debido
a la inicialización que emplea.

Algoritmo Tipo a b xc yc α Error
LSODF 4.580 4.367 6.176 4.467 1.898 49.792

AG Mejor 8.569 2.333 5.081 2.122 1.57 3.956
Media 8.570 2.333 5.081 2.121 1.57 3.956
Peor 8.561 2.561 5.078 2.133 1.57 3.961
d.e. 0.0004 0.0004 0.0004 0.0016 0.0 0.0007
i.c. [8.569,8.570] [2.333,2.333] [5.080,5.081] [2.121,2.122] [1.57,1.57] [3.956,3.956]

ED Mejor 8.569 2.333 5.081 2.122 1.57 3.935
Media 8.569 2.333 5.081 2.122 1.57 3.935
Peor 8.569 2.333 5.081 2.122 1.57 3.935
d.e. 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
i.c. [8.569,8.569] [2.333,2.333] [5.081,5.081] [2.122,2.122] [1.57,1.57] [3.935,3.935]

Tabla A.3: Resultados del ajuste de la mejor elipse sin restricciones utilizando como función
la distancia euclidiana.

Algoritmo Tipo a b xc yc α Error
LSODF 4.580 4.367 6.176 4.467 1.898 358.048

AG Mejor 9.532 2.098 4.988 2.746 1.57 3.982
Media 9.532 2.098 4.988 2.746 1.57 3.982
Peor 9.532 2.098 4.988 2.746 1.57 3.982
d.e. 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
i.c. [9.532,9.532] [2.098,2.098] [4.988,4.988] [2.746,2.746] [1.57,1.57] [3.982,3.982]

ED Mejor 9.394 2.128 4.947 3.144 1.57 3.950
Media 9.394 2.128 4.947 3.144 1.57 3.950
Peor 9.394 2.128 4.947 3.144 1.57 3.950
d.e. 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
i.c. [9.394,9.394] [2.128,2.128] [4.947,4.947] [3.144,3.144] [1.57,1.57] [3.950,3.950]

Tabla A.4: Resultados del ajuste de la mejor elipse sin restricciones utilizando como función
el cuadrado de la distancia euclidiana.

En las figuras A.7 y A.8 se muestra la reconstrucción de la elipse cuando se emplea
como función objetivo la distancia euclidiana y el cuadrado de ésta, respectivamente.
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A.3 Algoritmo h́ıbrido

Asimismo, en las figuras A.9 y A.10 se muestran las gráficas de convergencia de
ambos algoritmos evolutivos, en ellas se observa de nuevo que la evolución diferencial
obtiene la solución cercana a la óptima global en menos evaluaciones y en un tiempo
mucho menor que el algoritmo genético. Al observar la desviación estándar, se aprecia
que hay mayor estabilidad en las soluciones obtenidas con la ED.

Figura A.7: Elipses reconstruidas por:
LSODF (ĺınea punteada), AG (ĺınea con
cruces) y ED (ĺınea sólida); con base en la
distancia euclidiana (excepto el LSODF).

Figura A.8: Elipses reconstruidas por:
LSODF (ĺınea punteada), AG (ĺınea con
cruces) y ED (ĺınea sólida); con base en
el cuadrado de la distancia euclidiana.
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Figura A.9: Media del error ± la desvia-
ción estándar y el tiempo de ejecución,
para 40 ejecuciones del algoritmo AG.
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Figura A.10: Media del error ± la desvia-
ción estándar y el tiempo de ejecución,

para 40 ejecuciones de la ED.

A.3. Algoritmo h́ıbrido

El tiempo de ejecución de los algoritmos evolutivos es alto comparado con el
método de Newton, el cual es empleado en el algoritmo LSODF [28]. El problema
del método de Newton es que necesita un valor inicial cercano a la solución óptima
global. Los inconvenientes de ambos algoritmos (tiempo y convergencia) se reducen
si se combinan ambos algoritmos, es decir, si se plantea un algoritmo h́ıbrido; por
un lado el algoritmo evolutivo se emplea para generar un valor inicial cercano a la
solución óptima global y, por otro lado, el algoritmo LSODF se emplea para hacer
una búsqueda local y encontrar la solución óptima global.
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A. AJUSTE DE LA MEJOR ELIPSE A UN CONJUNTO DE PUNTOS

Inicio Ajuste con

ED

LSODF
de elipses

¿Converge? Fin

No

Si

Figura A.11: Esquema del algoritmo h́ıbrido

Esta metodoloǵıa se esquematiza en el diagrama a bloques mostrado en la figu-
ra A.11, y su forma de operar es la siguiente:

1. Ejecutar la evolución diferencial cierto número de generaciones.

2. El mejor individuo enviarlo al algoritmo LSODF como valor inicial.

3. Ejecutar cierto número de iteraciones hasta que, la diferencia entre el valor
anterior y el valor actual de cada variable, sea menor a 1 × 10−6; cuando este
caso se presenta, se dice que el algoritmo ha convergido y termina la búsqueda.

4. En caso de no cumplirse la condición anterior después de cierto número de
iteraciones, se ejecuta el paso 1, con la misma población.

5. Este proceso se repite hasta que el algoritmo LSODF converja.

A.4. Resultados al emplear el algoritmo h́ıbrido

El algoritmo h́ıbrido se probó sobre los puntos que pertenecen al experimento de
la elipse con restricciones; experimento donde el algoritmo LSODF no converge.

Los parámetros que se emplearon en la evolución diferencial son los siguientes:
10 individuos, 10 generaciones, porcentaje de recombinación de 0.8 y constante de
diferencia de 0.8. En el caso del algoritmo LSODF el ĺımite de iteraciones es de 10.
El algoritmo h́ıbrido se ejecutó 50 veces para este experimento. De las 50 ejecuciones,
46 convergieron en tan sólo un ciclo del algoritmo h́ıbrido, las 4 restantes necesitaron
de dos ciclos. Las elipses estimadas en estas ejecuciones son idénticas a la elipse que
se muestra en la figura A.8, la cual fue obtenida por la evolución diferencial con base
en el cuadrado de la distancia euclidiana.
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A.4 Resultados al emplear el algoritmo h́ıbrido

116



Apéndice B

Experimentos con la SPII en
configuraciones no cŕıticas

En el caṕıtulo de resultados se mostraron parte de los experimentos realizados con
la SPII en configuraciones no cŕıticas. En este apéndice se presentan los experimentos
restantes en configuraciones no cŕıticas. Estos experimentos parten de corresponden-
cias de puntos adquiridas de imágenes sintéticas con diferentes niveles de ruido y en
diversas superficies (incluso en las superficies cŕıticas). Asimismo, parten de corres-
pondencias de puntos que se extrajeron de imágenes reales.

B.1. Reconstrucción tridimensional al usar puntos

de imágenes sintéticas

Continuando con la numeración de los experimentos mostrados en el caṕıtulo de
resultados, el tercer experimento consiste en medir el desempeño del algoritmo al
momento de calibrar la cámara. Para este experimento sólo se toma la longitud del
foco como parámetro de la matriz de calibración a medir. El escenario es un conjunto
de puntos que pertenecen a una esfera, con diferentes niveles de ruido y bajo un
configuración no cŕıtica.

Los valores empleados para generar las matrices de proyección se presentan en la
tabla B.1. A partir de las matrices de proyección y los puntos tridimensionales de la
esfera se generaron las imágenes que se muestran en las figuras B.1a y B.1b.
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Figura B.1: Imágenes de la esfera: (a) imagen 1, (b) imagen 2.

Para este experimento, y por cada ejecución, se tomaron aleatoriamente 24 de 74
correspondencias de puntos sin ruido y con k niveles de ruido gaussiano RMS que va de
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B.1 Reconstrucción tridimensional al usar puntos de imágenes sintéticas

Imagen α β γ tx ty tz f
1 2 20 10 7 12 22 700
2 30 5 20 8 5 22 700

Tabla B.1: Parámetros de la cámara utilizados para el tercer experimento.

1 a 3 ṕıxeles. Los parámetros empleados para la evolución diferencial son los siguientes:
5,000 generaciones, 30 individuos en la población, la constante de recombinación de
0.9 y la constante de diferencia de 0.85.

El número de variables que se emplean en este experimento es trece; seis variables
que generan las dos matrices de rotación, seis variables que generan los dos vectores
de traslación y una variable que corresponde a la longitud del foco.

El espacio de búsqueda donde opera el algoritmo de evolución diferencial está defi-
nido por el intervalo de cada variable. Para las variables que generan las dos matrices
de rotación, el intervalo es de [0, π]; para las variables que conforman los dos vectores
de traslación, el intervalo es de [−1, 1]; para la longitud del foco, el intervalo que se
estableció es de [10, 1000].

De este experimento se realizaron 40 ejecuciones para cada nivel de ruido. En la
tabla B.2 se muestran las estad́ısticas del error de estas ejecuciones.

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
24 Sin ruido 0.0 0.0 0.00002 0.0 [0.0,0.0]

1 ṕıxel 0.58780 0.80435 0.98706 0.10716 [0.76486,0.84341]
2 ṕıxeles 1.16976 1.47396 1.72679 0.16810 [1.40683,1.53503]
3 ṕıxeles 1.43522 1.91899 2.35499 0.24665 [1.83162,1.99680]

Tabla B.2: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII.

Puntos Ruido Mı́nimo Media Máximo d.e. i.c. de la media
24 Sin ruido 699.99 699.99 700.00 0.00 [699.99, 700.00]

1 ṕıxel 661.55 716.31 739.99 23.36 [708.00,724.27]
2 ṕıxeles 656.10 719.81 744.20 39.75 [704.32,731.94]
3 ṕıxeles 651.40 716.03 749.95 30.73 [705.88,725.14]

Tabla B.3: Estad́ısticas del parámetro intŕınseco (longitud del foco).

Sin ruido 1 ṕıxel 2 ṕıxeles 3 ṕıxeles
Mı́nimo 0.01% 5.49% 6.27 % 6.9429 %
Media 0.01% 2.33% 2.83 % 2.2900 %

Máximo 0.0% 5.71% 6.31 % 7.1357 %

Tabla B.4: Porcentaje del error relativo al comparar la longitud del foco real y su valor
estimado con diferentes niveles de ruido.

La finalidad del tercer experimento es mostrar la diferencia entre el valor real y
el valor estimado del parámetro intŕınseco de la cámara (longitud del foco). El valor
estimado de la longitud del foco se extrae de la salida de la SPII. En primer lugar
se dan a conocer las estad́ısticas del valor estimado (ver tabla B.3), el cual es muy
similar al valor real, aún en presencia de ruido. Posteriormente, se muestra el por-
centaje de error relativo en la tabla B.4. Este porcentaje se calcula en función de la
diferencia entre el valor real y el valor estimado para los diferentes niveles de ruido
sobre el intervalo de cada variable.
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B. EXPERIMENTOS CON LA SPII EN CONFIGURACIONES NO CRÍTICAS

El cuarto experimento es similar al anterior, con la diferencia de que en este
experimento se miden todos los parámetros de la cámara. El escenario es un conjunto
de correspondencias de puntos que pertenecen a una esfera, con diferentes niveles
de ruido y bajo un configuración no cŕıtica. Los valores empleados para generar las
matrices de proyección se presentan en la tabla B.5.

Imagen α β γ tx ty tz f
1 20 24 15 1 5 20 150
2 24 60 10 15 5 14 150

Tabla B.5: Parámetros de la cámara utilizados para el cuarto experimento.

Para poder realizar esta medición se deben tomar las matrices de proyección en su
forma canónica, es decir, la primer matriz de proyección está dada por Mc = K[I | 0]
y la segunda matriz de proyección M ′

c = K[R′ − R | s(t′ − t)], donde s es un factor
de escala para normalizar el vector resultante. De tal forma que los parámetros de la
tabla B.1, se expresan de la siguiente forma:

Imagen α β γ tx ty tz f
1 0 0 0 0 0 0 150
2 4 36 -5 0.7 0 -0.3 150

Tabla B.6: Parámetros de la cámara en su forma canónica.

En esta prueba se utilizaron n correspondencias de puntos sin ruido y con k
niveles de ruido gaussiano RMS que va de 1 a 3 ṕıxeles. Los parámetros empleados en
la evolución diferencial son los mismos que en el experimento anterior. El número de
variables que se emplean en este experimento es trece y el intervalo de cada variable
es el mismo que en la prueba anterior.

De este experimento se realizaron 40 ejecuciones por cada 8, 12, 16, 20 y 24
correspondencias de puntos sin ruido y con ruido gaussiano RMS de 1, 2 y 3 ṕıxeles.
Las estad́ısticas del error son similares a los resultados anteriores. En cuanto a los
parámetros, en la tabla B.7 se presentan los valores estimados de los parámetros de
la cámara de acuerdo al número de correspondencias de puntos y el nivel de ruido en
las correspondencias de puntos. Estos valores son la salida del algoritmo, los cuales
fueron tomados de la ejecución más cercana a la media respecto al error. De esta
tabla de valores se percibe que la SPII produce resultados muy cercanos a los valores
de los parámetros reales cuando se tiene una mayor correspondencia de puntos. No
obstante, cuando se tiene poca correspondencia de puntos y el ruido se incrementa,
la diferencia entre los valores reales y los estimados también se incrementa, aunque
esto no provoca que la reconstrucción de los objetos se degrade como se mostró en
los experimentos anteriores. Para visualizar mejor los resultados obtenidos en este
experimento, se presentan unas gráficas (B.2 y B.3) que muestran el porcentaje de
error de acuerdo a la diferencia entre los valores reales y los valores estimados.

El quinto experimento expone la comparación entre la SPII y un método del esta-
do del arte llamado método convencional [5, 4]. Este método emplea el algoritmo de
Sturm et al. [26] para calibrar la cámara, el cual emplea formulaciones que se derivan
de la ecuaciones de Kruppa. Es posible emplear otros algoritmos que usen la matriz
fundamental para calibrar la cámara, no obstante, el resultado es el mismo. El esce-
nario es un conjunto de puntos que pertenecen a seis figuras sintéticas con diferentes
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B.1 Reconstrucción tridimensional al usar puntos de imágenes sintéticas
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Figura B.2: Gráficas del porcentaje de error relativo de los parámetros de la cámara con
base en la diferencia entre el valor real y el valor estimado para: 8 (a1, a2), 12 (b1, b2) y 16

( c1, c2) correspondencias de puntos.
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B. EXPERIMENTOS CON LA SPII EN CONFIGURACIONES NO CRÍTICAS

8 Puntos Ruido α β γ tx ty tz f
Sin ruido 3.99 35.99 -5.99 0.699 0.001 -0.299 149.99
1 ṕıxel 3.54 37.02 -6.21 0.707 0.001 -0.281 145.94

2 ṕıxeles 3.27 37.70 -5.52 0.714 0.004 -0.281 142.24
3 ṕıxeles 3.18 38.12 -5.39 0.717 0.009 -0.273 140.26

12 Puntos Ruido α β γ tx ty tz f
Sin ruido 3.99 35.99 -5.99 0.699 0.001 -0.299 149.99
1 ṕıxel 3.78 36.50 -6.28 0.703 0.005 -0.291 146.59

2 ṕıxeles 3.57 36.91 -6.58 0.711 0.008 -0.280 145.00
3 ṕıxeles 3.40 36.96 -6.76 0.728 0.008 -0.282 143.17

16 Puntos Ruido α β γ tx ty tz f
Sin ruido 3.99 35.99 -5.99 0.699 0.001 -0.299 149.99
1 ṕıxel 3.78 36.45 -6.29 0.702 0.004 -0.292 152.06

2 ṕıxeles 3.64 36.41 -6.72 0.705 0.003 -0.290 154.22
3 ṕıxeles 3.55 36.84 -6.69 0.709 0.007 -0.283 155.93

20 Puntos Ruido α β γ tx ty tz f
Sin ruido 3.99 35.99 -5.99 0.699 0.001 -0.299 149.99
1 ṕıxel 3.78 36.27 -6.28 0.702 0.004 -0.294 152.02

2 ṕıxeles 3.67 36.38 -6.41 0.713 0.003 -0.295 154.32
3 ṕıxeles 3.61 36.99 -6.88 0.720 0.007 -0.288 155.67

24 Puntos Ruido α β γ tx ty tz f
Sin ruido 3.99 35.99 -5.99 0.699 0.001 -0.299 149.99
1 ṕıxel 3.93 36.96 -6.39 0.699 0.009 -0.291 151.49

2 ṕıxeles 3.82 36.88 -6.63 0.707 0.007 -0.284 153.03
3 ṕıxeles 3.75 37.06 -6.76 0.718 0.008 -0.282 154.17

Tabla B.7: Parámetros de la cámara estimados por la SPII con diferentes niveles de ruido
y correspondencias de puntos.
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Figura B.3: Gráficas del porcentaje de error relativo de los parámetros de la cámara con
base en la diferencia entre el valor real y el valor estimado para: 20 (a1,a2) y 24 (b1,b2)

correspondencias de puntos.

superficies y formas, sin ruido y bajo un configuración no cŕıtica. Estas figuras son:
una media esfera, un cubo, un figura regular, un barco, parte de un anillo y un objeto
formado por cubos (ver fig. B.4).
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B.1 Reconstrucción tridimensional al usar puntos de imágenes sintéticas

(a) (b)

(c)

(d)

(e)
(f)

Figura B.4: Objetos empleados en los experimentos: (a) media esfera, (b) cubo, (c) figura
regular, (d) barco, (e) parte de un anillo y (f) objeto formado por cubos.

Para este experimento, la matriz de calibración que se utiliza en ambas cámara,
es de la siguiente forma:

K =




f 0 ox

0 f oy

0 0 1


,

por lo tanto, los valores asignados son las coordenadas del punto principal (ox, oy) y
la longitud del foco f . Los valores empleados para generar las matrices de proyección
se presentan en la tabla B.1.

En la figuras B.5, B.6, B.7, B.8, B.9 y B.10 se muestran las dos imágenes sintéticas
que se generaron por cada uno de los objetos.

En esta prueba se utilizaron diferente número de correspondencias de puntos sin
ruido. Los parámetros para la evolución diferencial se mantienen igual a los paráme-
tros de experimentos anteriores, aunque para esta prueba, se agregaron dos variables
que conforman al punto principal y pertenecen a la matriz de calibración. Esto da un
total de 15 variables. El intervalo de cada variable es el mismo que en los experimentos
anteriores; para las dos variables que se agregaron, los intervalos son los siguientes: ox

es de [250, 350] y oy es de [150, 250]. Se eligieron estos intervalos en consecuencia de
que el punto principal está en el centro de la imagen para la mayoŕıa de las cámaras
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B. EXPERIMENTOS CON LA SPII EN CONFIGURACIONES NO CRÍTICAS

Objeto Imagen Puntos α β γ tx ty tz f ox oy

Media esfera 1 74 10 20 30 3 1 25 700 300 200
Media esfera 2 74 25 5 18 5 7 35 700 300 200

Cubo 1 8 1 21 35 6 11 30 600 300 200
Cubo 2 8 13 31 22 1 4 30 600 300 200

Fig. regular 1 24 22 33 17 2 3 25 500 300 200
Fig. regular 2 24 41 s 20 18 6 2 25 500 300 200

Barco 1 26 19 50 23 7 7 28 700 300 200
Barco 2 26 20 24 5 1 1 28 700 300 200
Anillo 1 60 5 45 9 2 4 30 350 300 200
Anillo 2 60 1 11 2 0 2 30 350 300 200

Fig. cubos 1 29 23 22 34 0 0 24 800 300 200
Fig. cubos 2 29 9 35 23 2 0 24 800 300 200

Tabla B.8: Parámetros de la cámara utilizados para generar las dos imágenes de cada una
de las 6 figuras sobre configuraciones no cŕıticas.
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Figura B.5: Media esfera: (a1) primera imagen y (a2) segunda imagen.
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Figura B.6: Cubo: (a1) primera imagen y (a2) segunda imagen.
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Figura B.7: Figura regular: (a1) primera imagen y (a2) segunda imagen.
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B.1 Reconstrucción tridimensional al usar puntos de imágenes sintéticas
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Figura B.8: Barco: (a1) primera imagen y (a2) segunda imagen.
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Figura B.9: Parte de un anillo: (a1) primera imagen y (a2) segunda imagen.
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Figura B.10: Figura hecha de cubos: (a1) primera imagen y (a2) segunda imagen.

actuales [5, 4]. Por cada objeto, la SPII se ejecutó 30 veces y del método convencional
se realizó sólo una ejecución, ya que es un algoritmo determinista. Los objetos re-
construidos por la SPII se muestran en las figuras B.11a, B.11b, B.11c, B.11d, B.11e
y B.11f, y los objetos reconstruidos por el método convencional se muestran en las
figuras B.12a, B.12b, B.12c, B.12d, B.12e y B.12f.

En estas figuras se observa que los objetos reconstruidos por la SPII son una
reconstrucción muy similar a los objetos reales, es decir, no se distingue entre el objeto
real y el reconstruido. Por parte del método convencional se percibe que, cuando se
utilizan pocos puntos, la reconstrucción es deficiente como sucede con el cubo (ver
fig. B.12b).

El sexto experimento muestra el desempeño de la SPII sobre puntos que yacen
sobre un mismo plano (superficie cŕıtica). Cuando esto sucede, la matriz fundamental
ya no es única, y no es posible obtener una reconstrucción tridimensional métrica [4].
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(a)
(b)

(c)

(d)

(e) (f)

Figura B.11: Objetos tridimensionales reconstruidos por la SPII: (a) media esfera, (b) cubo,
(c) figura regular, (d) barco, (e) parte de un anillo y (f) objeto formado por cubos.

Sin embargo, la SPII no tiene este problema como se muestra en este experimento.
El escenario es un conjunto de puntos que pertenecen a una cuadŕıcula (la cuadŕıcula
yace sobre un plano), con diferentes niveles de ruido y bajo un configuración no cŕıtica.

Los valores empleados para generar las matrices de proyección se presentan en la
tabla B.9. A partir de las matrices de proyección y los puntos tridimensionales de la
cuadŕıcula se generaron las imágenes que se muestran en las figuras B.13a y B.13b.

Imagen α β γ tx ty tz f
1 10.000 5.000 20.000 6.000 9.000 10.000 350.000
2 6.000 18.000 7.000 11.000 5.000 12.000 350.000

Tabla B.9: Parámetros de la cámara utilizados para el sexto experimento.

El conjunto de puntos se conforma de 24 correspondencias. A estos puntos se
les añadió k niveles de ruido gaussiano RMS que va de 1 a 3 ṕıxeles. Los parámetros
empleados para la evolución diferencial son los mismos que en el experimento anterior,
al igual que el número de variables y sus intervalos. El algoritmo se ejecutó 40 veces
para cada nivel de ruido. En la tabla B.1 se muestran las estad́ısticas del error; los
resultados son similares a los resultados obtenidos en el experimento dos.

En la tabla B.11 se muestran las estad́ısticas del parámetro intŕınseco (longitud
del foco) estimado por el algoritmo. La diferencia entre la longitud del foco real y el
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(a)

(b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura B.12: Objetos reconstruidos por el método convencional: (a) media esfera, (b) cubo,
(c) figura regular, (d) barco, (e) parte de un anillo y (f) objeto formado por cubos.
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Figura B.13: Cuadŕıcula. (a) imagen 1 y (b) imagen 2.

estimado, se incrementó en este experimento. Sin embargo, este incremento parece no
afectar la reconstrucción tridimensional métrica, como se observa en la figura B.14.
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Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
24 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]

1 0.76 0.84 0.96 0.05 [0.82,0.85]
2 1.74 1.79 1.90 0.06 [1.77,1.81]
3 2.54 2.61 2.79 0.06 [2.59,2.64]

Tabla B.10: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII para el sexto expe-
rimento.

Puntos Ruido Mı́nimo Media Máximo d.e. i.c. de la media
24 Sin ruido 312.91 361.37 398.19 30.77 [350.41,371.56]

1 ṕıxel 305.92 362.85 399.04 30.19 [351.31,372.42]
2 ṕıxeles 304.44 366.55 399.98 23.42 [357.83,373.67]
3 ṕıxeles 300.00 350.93 393.20 34.66 [339.11,360.92]

Tabla B.11: Estad́ısticas de la longitud del foco a partir de 40 ejecuciones de la SPII para
el sexto experimento.

(a)
(b)

(c) (d)

Figura B.14: Reconstrucción tridimensional métrica de la cuadŕıcula cuando: (a) no hay
ruido, (b) un ṕıxel, (c) dos ṕıxeles y (d) tres ṕıxeles de ruido gaussiano.

B.2. Reconstrucción tridimensional al usar puntos

de imágenes reales

El séptimo experimento muestra la capacidad que tiene el algoritmo para operar
con imágenes reales. El escenario de esta prueba parte de puntos de imágenes reales,
con el nivel de ruido que éstas presentan, y bajo una configuración no cŕıtica.

El primer objeto se conforma de 24 correspondencias de puntos, las cuales fueron
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tomadas de imágenes del estado del arte [5] y se muestran en la figura B.15. Estas
imágenes corresponden a una casa de campo.

El segundo objeto (un juguete) consiste de 48 correspondencias de puntos, las cua-
les fueron extráıdas manualmente de imágenes reales. Estas imágenes se adquirieron
dentro del laboratorio de pruebas y se exhiben en la figura B.16.

Figura B.15: Imágenes reales de una casa de campo. Los puntos que se emplearon están
marcados en ambas imágenes.

Figura B.16: Imágenes reales de un juguete. Los puntos que se emplearon están marcados
en ambas imágenes.

Cabe señalar que los puntos que se emplean en todos los experimentos en escena-
rios reales fueron extráıdos manualmente de las imágenes. Existen algoritmos robustos
que obtienen la correspondencia de puntos entre imágenes [191, 192, 193], pero ese
no es el objetivo de este trabajo.

Los parámetros empleados para la evolución diferencial son los mismos que los
empleados en los experimentos anteriores. La excepción es el caso de la casa, en donde
el número de generaciones se tuvo que aumentar al doble (10,000 generaciones) para
que el algoritmo llegara a una solución óptima global o en su vecindad.

El número de variables que se emplean para la reconstrucción métrica de la casa es
trece y el intervalo de cada variable es el mismo que en las pruebas anteriores, excepto
por la longitud del foco, en el cual se aumentó el intervalo a [10, 1500]. Este aumento
en el intervalo se debe a que existen cámaras con lentes ópticos que alcanzan estos
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valores. El tamaño de las imágenes que se utilizaron es de 840 × 640, por lo tanto se
fijó el centro óptico al centro de la imagen, es decir, ox = 420 y oy = 320.

Para el caso del juguete, el número de variables es de quince, debido a que se
agregó el punto principal. El intervalo de cada variable de los parámetros de orienta-
ción y posición se mantiene como en los experimentos anteriores. Para el caso de la
longitud del foco se incrementó el intervalo a [10, 1500] y para el punto principal, los
intervalos son: ox = [270, 370] y oy = [190, 290]. Estos intervalos fueron tomados con
base en el tamaño de la imagen que, para este caso, es de 640 × 480. De tal forma
que, el punto principal se encuentra en el centro de la imagen [320, 240] o cerca de él.

En la tabla B.12 se muestran las estad́ısticas del error al realizar 30 ejecuciones
de la SPII sobre el primer caso. Estas estad́ısticas muestran que el algoritmo da muy
buenos resultados, ya que el error obtenido es muy bajo. Además, la casa reconstruida
por el algoritmo es muy similar a la casa original, esto se puede observar en la figu-
ra B.17, donde se muestran tres vistas de la casa reconstruida. Esta reconstrucción se
tomó de la ejecución más cercana a la media del error. Asimismo, de esta ejecución se
extraen los parámetros estimados por la SPII de cada una de las cámaras, los cuales
se muestran en la tabla B.13 .

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
24 Real 0.220 0.224 0.238 0.004 [0.223,0.226]

Tabla B.12: Estad́ısticas del error de 30 ejecuciones de la SPII sobre imágenes reales de la
casa de campo.

Figura B.17: Tres vistas de la casa reconstruida empleando la SPII.

Imagen α β γ tx ty tz f
1 2.75 46.81 24 0.702 0.974 0.946 840.64
2 29.85 66.29 47.32 0.439 0.977 0.720 840.64

Tabla B.13: Parámetros de la cámara estimados por la SPII.

En la tabla B.14 se muestran las estad́ısticas del error al ejecutar la SPII 40 veces.
Estas estad́ısticas pertenecen al juguete. Al igual que con la casa de campo, estas
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B.2 Reconstrucción tridimensional al usar puntos de imágenes reales

estad́ısticas muestran que el algoritmo proporciona muy buenos resultados, aunque
fue necesario aumentar el número de generaciones. Asimismo, el juguete reconstruido
(ver fig. B.18) es muy parecido (bajo una transformación de similitud) a la estructura
del juguete real, aún cuando se obtuvo de la ejecución más cerca a la media del error.

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
48 Real 0.624 0.625 0.629 0.000 [0.625,0.626]

Tabla B.14: Estad́ısticas del error de 40 ejecuciones de la SPII sobre imágenes del juguete.

Figura B.18: Reconstrucción del juguete empleando la SPII.
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Apéndice C

Experimentos con la SPII en
configuraciones cŕıticas

Este apéndice muestra el resto de los experimentos realizados sobre la configura-
ciones cŕıticas. Estos experimentos parten de correspondencias de puntos adquiridas
de imágenes sintéticas con diferentes niveles de ruido y en diversas superficies (incluso
en las superficies cŕıticas), y de correspondencias de puntos adquiridas de imágenes
reales.

C.1. Reconstrucción tridimensional al usar puntos

de imágenes sintéticas

Siguiendo con la numeración de los experimentos mostrados en el caṕıtulo de re-
sultados, el tercer experimento muestra el desempeño de la SPII al calibrar la cámara
y estimar los parámetros de orientación y posición sobre un escenario con diferen-
tes niveles de ruido en las dos configuraciones cŕıticas. El experimento parte de un
conjunto de puntos que pertenecen a una media esfera (ver fig. C.1),

Figura C.1: Media esfera.

Los valores empleados para generar las matrices de proyección de la primera y
segunda configuración cŕıtica se muestran en las tablas C.1 y C.2, respectivamente.
En las figuras C.2 y C.3 se muestran las imágenes de los puntos pertenecientes a la
media esfera de la primera y segunda configuración cŕıtica.
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C.1 Reconstrucción tridimensional al usar puntos de imágenes sintéticas

Imagen α β γ tx ty tz f
1 0 0 0 0 0 22 700
2 0 0 0 10 0 22 700

Tabla C.1: Parámetros de la cámara para el tercer experimento (configuración cŕıtica I).

Imagen α β γ tx ty tz f
1 0 0 0 0 0 20 350
2 0 20 0 0 0 20 350

Tabla C.2: Parámetros de la cámara para el tercer experimento (configuración cŕıtica II).
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Figura C.2: Imágenes de la media esfera con los 74 puntos sin ruido sobre la primera
configuración cŕıtica. (a) imagen 1 y (b) imagen 2.
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Figura C.3: Imágenes de la media esfera con los 74 puntos sin ruido sobre la segunda
configuración cŕıtica. (a) imagen 1 y (b) imagen 2.

Para este experimento, se emplearon 24 correspondencias de puntos, las cuales
fueron extráıdas aleatoriamente de un conjunto de 74 correspondencias de puntos sin
ruido y con k niveles de ruido gaussiano RMS que va de 1 a 3 ṕıxeles. Los parámetros
empleados en la evolución diferencial son: 5,000 generaciones, 30 individuos en la
población, la constante de recombinación de 0.9 y la constante de diferencia de 0.85.

Los intervalo son los siguientes: para la variables que conforman a las dos matrices
de rotación, el intervalo es de [0, π]; para las variables que conforman los dos vectores
de traslación, el intervalo es de [−1, 1]; para la longitud del foco, el intervalo que se
estableció es de [10, 1000]. Las estad́ısticas del error de 40 ejecuciones sobre la primera
y segunda configuración cŕıtica, se muestran en las tablas C.3 y C.4, respectivamente.

El siguiente paso consiste en comparar los parámetros de la cámara estimados por
la SPII con los parámetros reales. Para realizar esta comparación es necesario que
ambos parámetros (reales y estimados) estén en su forma canónica. En las tablas C.5
y C.6 se muestran los parámetros reales en su forma canónica.

En la tabla C.7 están los parámetros estimados en su forma canónica a partir
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Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
24 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]

1 0.48 0.68 0.89 0.11 [0.65,0.71]
2 0.69 1.03 1.45 0.16 [0.98,1.08]
3 1.16 1.78 2.52 0.26 [1.70,1.86]

Tabla C.3: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII para el tercer expe-
rimento, sobre la primera configuración cŕıtica.

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
24 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]

1 0.59 0.76 0.97 0.10 [0.73,0.80]
2 0.98 1.42 1.75 0.18 [1.36,1.48]
3 1.50 2.00 2.48 0.23 [1.92,2.07]

Tabla C.4: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII para el tercer expe-
rimento, sobre la segunda configuración cŕıtica.

Imagen α β γ tx ty tz f
1 0 0 0 0 0 0 700
2 0 0 0 1 0 0 700

Tabla C.5: Parámetros de la cámara en forma canónica de la primera configuración cŕıtica
para el tercer experimento.

Imagen α β γ tx ty tz f
1 0 0 0 0 0 0 350
2 0 20 0 0 0 0 350

Tabla C.6: Parámetros de la cámara en forma canónica de la segunda configuración cŕıtica
para el tercer experimento.

de 24 correspondencias de puntos, con diferentes niveles de ruido y bajo la primera
configuración cŕıtica y en la tabla C.8 bajo la segunda configuración cŕıtica. Los
parámetros presentados en estas tablas pertenecen: a la mejor ejecución (mejor), a la
ejecución más cercana a la media (media) y a la peor ejecución (peor) en relación a
las estad́ısticas del error.

24 Puntos Ruido α β γ tx ty tz f
Mejor Sin ruido 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 700.00
Media Sin ruido 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 700.00
Peor Sin ruido 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 700.00
Mejor 1 ṕıxel -0.05 -0.28 -0.08 1.00 0.00 0.00 698.33
Media 1 ṕıxel -0.39 -0.24 0.09 0.98 -0.02 0.00 705.52
Peor 1 ṕıxel 1.10 -1.05 0.67 0.93 0.06 -0.01 708.59
Mejor 2 ṕıxeles -1.00 -0.07 0.27 0.95 -0.04 0.01 705.71
Media 2 ṕıxeles -1.79 0.48 0.11 0.91 -0.09 0.01 690.34
Peor 2 ṕıxeles -1.71 2.57 -0.34 0.90 -0.10 0.00 719.95
Mejor 3 ṕıxeles 0.96 0.01 -0.19 0.95 0.04 0.00 689.91
Media 3 ṕıxeles 2.23 -1.75 0.06 0.91 0.09 0.03 725.27
Peor 3 ṕıxeles -1.01 -4.37 -0.02 0.89 -0.04 0.04 727.82

Tabla C.7: Parámetros de la cámara estimados por la SPII con diferentes niveles de ruido
sobre la primera configuración cŕıtica.

En el caso de la primera configuración cŕıtica, todos los parámetros de la cámara
que se estimaron con la SPII, presentan un valor muy cercano al valor real. En las
figuras C.4a1, C.4a2, C.4b1, C.4b2, C.4c1 y C.4c2 se muestran las gráficas del por-
centaje de error de cada uno de estos parámetros en función a los parámetros reales.
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24 Puntos Ruido α β γ tx ty tz f
Mejor Sin ruido 0.00 20.00 0.00 0.15 0.00 0.84 350.00
Media Sin ruido 0.00 20.00 0.00 0.11 -0.01 -0.87 349.99
Peor Sin ruido 0.00 19.99 0.00 -0.20 -0.00 -0.78 349.99
Mejor 1 ṕıxel -0.23 19.35 -0.08 0.20 -0.04 0.76 350.39
Media 1 ṕıxel 0.75 19.61 0.04 0.06 -0.53 -0.42 347.53
Peor 1 ṕıxel 1.18 21.05 0.16 0.14 -0.40 0.46 354.22
Mejor 2 ṕıxeles -1.21 19.21 0.20 -0.10 0.54 -0.35 348.29
Media 2 ṕıxeles 0.56 20.47 0.02 -0.12 -0.14 -0.74 344.45
Peor 2 ṕıxeles -1.31 22.25 -0.61 0.27 0.09 0.64 373.11
Mejor 3 ṕıxeles -2.73 22.57 0.32 -0.46 0.38 0.15 339.53
Media 3 ṕıxeles -0.93 21.79 0.25 0.28 -0.70 -0.02 335.08
Peor 3 ṕıxeles -1.22 17.91 -0.25 0.07 -0.00 0.92 330.00

Tabla C.8: Parámetros de la cámara estimados por la SPII con diferentes niveles de ruido
sobre la segunda configuración cŕıtica.

Con base en estos resultados y gráficas se deduce que la SPII tiene un excelente de-
sempeño sobre la primera configuración cŕıtica, aún cuando las correspondencias de
puntos presenten ruido.

Para el caso de la segunda configuración cŕıtica se observa que los parámetros de
rotación de la cámara fueron estimados correctamente por la SPII, debido a que son
muy similares a los parámetros reales; para el caso de los parámetros de traslación se
manifiesta que no se obtuvieron los parámetros esperados. Esto es una consecuencia
de la segunda configuración cŕıtica, como se mencionó en el caṕıtulo de discusión.
Sin embargo, para el caso de la longitud del foco es muy interesante observar que se
obtuvo un valor muy cercano al real, aún en imágenes con ruido.

En las figuras C.5a1, C.5a2, C.5b1, C.5b2, C.5c1 y C.5c2 se muestran las gráficas
del porcentaje de error relativo de cada uno de estos parámetros en función a los
parámetros reales. Gracias a estas gráficas es posible decir que la SPII es muy robusta
y tiene un buen desempeño al estimar los parámetros de rotación y la longitud del foco
sobre la segunda configuración cŕıtica, aún cuando la reconstrucción tridimensional
que se obtiene no sea la reconstrucción deseada.

Para finalizar con este experimento, se midió el error entre los puntos tridimen-
sionales reconstruidos y los puntos tridimensionales reales (estos puntos no presentan
ruido) para el caso de la primera configuración cŕıtica. En el caso de la segunda con-
figuración cŕıtica, no es necesario aplicar esta prueba, debido a que la reconstrucción
que se obtiene no es válida. Para realizar esta medición se calculó el centroide de
los 24 puntos elegidos aleatoriamente para ambos puntos tridimensionales (reales y
estimados). Después se trasladaron todos los puntos tridimensionales, de tal forma
que, el origen sea el centroide que se calculó. Posteriormente, se normalizaron ambos
puntos tridimensionales y se calculó la magnitud de cada uno de ellos. Finalmente se
calculó el porcentaje de error relativo con base en la diferencia entre las magnitudes
de los puntos tridimensionales reales y los puntos tridimensionales estimados. El re-
sultado de estos cálculos se presenta en la tabla C.1.

El cuarto experimento tiene la finalidad de comparar la SPII contra el método
convencional. Los resultados de este experimento aplican a los algoritmos que estimen
los parámetros de la cámara mediante la matriz fundamental. El escenario es un
conjunto de puntos que pertenecen a seis figuras virtuales con diferentes superficies
y formas, sin ruido, y bajo las configuraciones cŕıticas. Estas figuras son: una media
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Figura C.4: Gráficas del porcentaje de error de los parámetros de la cámara con base en la
diferencia entre el valor real y el valor estimado al emplear 24 correspondencias de puntos,
con diferentes niveles de ruido en la primera configuración cŕıtica. (a1, a2) mejor ejecución,

(b1, b2) ejecución más cercana a la media y (c1, c2) peor ejecución.
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Figura C.5: Gráficas del porcentaje de error de los parámetros de la cámara con base en la
diferencia entre el valor real y el valor estimado al emplear 24 correspondencias de puntos,
con diferentes niveles de ruido en la segunda configuración cŕıtica. (a1, a2) mejor ejecución,

(b1, b2) ejecución más cercana a la media y (c1, c2) peor ejecución.
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C. EXPERIMENTOS CON LA SPII EN CONFIGURACIONES CRÍTICAS

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
24 0 0.016 0.281 0.818 0.251 [0.126,0.567]

1 0.824 1.100 1.392 0.171 [0.961,1.223]
2 1.684 2.283 3.196 0.459 [2.026,2.698]
3 2.143 2.701 3.596 0.493 [2.348,3.248]

Tabla C.9: Estad́ısticas del porcentaje de error relativo entre las magnitudes de los puntos
tridimensionales reales y los puntos estimados a partir de 40 ejecuciones de la SPII.

esfera, un cubo, un figura regular, un barco, parte de un anillo y un objeto formado
por cubos, los cuales se exhiben en el quinto experimento de las configuraciones no
cŕıticas (ver fig. B.4 en la pág. 122). Para este experimento se agregaron dos variables
de los parámetros intŕınsecos que pertenecen al punto principal. Los valores empleados
para generar las matrices de proyección y el número de puntos que se utilizaron se
presentan en la tabla C.10 para la primera configuración cŕıtica y en la tabla C.11
para la segunda configuración cŕıtica.

Objeto Imagen Puntos α β γ tx ty tz f ox oy

Esfera 1 74 0 0 0 5 2 25 500 300 200
Esfera 2 74 0 0 0 5 10 25 500 300 200
Cubo 1 8 0 0 0 3 0 28 650 300 200
Cubo 2 8 0 0 0 5 0 28 650 300 200

Fig. regular 1 24 0 0 0 0 0 25 700 300 200
Fig. regular 2 24 0 0 0 3 0 25 700 300 200

Barco 1 26 0 0 0 0 0 28 700 300 200
Barco 2 26 0 0 0 0 9 28 700 300 200
Anillo 1 60 0 0 0 0 0 31 550 300 200
Anillo 2 60 0 0 0 7 0 31 550 300 200

Fig. Cubos 1 29 0 0 0 0 0 24 800 300 200
Fig. Cubos 2 29 0 0 0 0 4 24 800 300 200

Tabla C.10: Parámetros de la cámara utilizados para generar las dos imágenes por cada
una de las 6 figuras, sobre la primera configuración cŕıtica.

Objeto Imagen Puntos α β γ tx ty tz f ox oy

Esfera 1 74 0 0 0 0 0 25 500 300 200
Esfera 2 74 0 25 0 0 0 25 500 300 200
Cubo 1 8 0 0 0 0 0 30 600 300 200
Cubo 2 8 10 0 0 0 0 30 600 300 200

Fig. regular 1 24 0 0 0 0 0 25 700 300 200
Fig. regular 2 24 0 33 0 0 0 25 700 300 200

Barco 1 26 0 0 0 0 0 28 700 300 200
Barco 2 26 0 0 35 0 0 28 700 300 200
Anillo 1 60 0 0 0 0 0 31 550 300 200
Anillo 2 60 0 0 25 0 0 31 550 300 200

Fig. Cubos 1 29 0 0 0 0 0 30 800 300 200
Fig. Cubos 2 29 0 5 0 0 0 30 800 300 200

Tabla C.11: Parámetros de la cámara utilizados para generar las dos imágenes por cada
una de las 6 figuras, sobre la segunda configuración cŕıtica.

Los parámetros propuestos en estas tablas, producen imágenes sintéticas que se
encuentran en la dos configuraciones cŕıticas. Las dos imágenes que fueron generadas
sintéticamente por cada objeto y por cada configuración cŕıtica se visualizan en las
figuras C.6, C.7, C.8, C.9, C.10 y C.11.

El experimento sólo emplea correspondencias de puntos sin ruido. Los parámetros
para la evolución diferencial y sus intervalos son iguales a los experimentos anteriores,
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Figura C.6: Imágenes sintéticas de la media esfera. (a1,a2) primera y segunda imagen sobre
la primera configuración cŕıtica, respectivamente, y (b1,b2) primera y segunda imagen sobre

la segunda configuración cŕıtica, respectivamente.
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Figura C.7: Imágenes sintéticas del cubo. (a1,a2) primera y segunda imagen, respectivamente
que pertenecen a la primera configuración cŕıtica, y (b1,b2) primera y segunda imagen, res-

pectivamente que pertenecen a la segunda configuración cŕıtica.

excepto porque se agregaron dos variables que conforman al punto principal. Esto da
un total de 15 variables. Para las dos variables que se agregaron, los intervalos son
los siguientes: ox es de [250, 350] y oy es de [150, 250]. Se eligieron estos intervalos
debido a que el punto principal se presupone que está en el centro de la imagen para

138



C. EXPERIMENTOS CON LA SPII EN CONFIGURACIONES CRÍTICAS
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Figura C.8: Imágenes sintéticas de la figura regular. (a1,a2) primera y segunda imagen sobre
la primera configuración cŕıtica, respectivamente, y (b1,b2) primera y segunda imagen sobre

la segunda configuración cŕıtica, respectivamente.
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Figura C.9: Imágenes sintéticas del barco. (a1,a2) primera y segunda imagen, respectivamen-
te que pertenecen a la primera configuración cŕıtica, y (b1,b2) primera y segunda imagen,

respectivamente que pertenecen a la segunda configuración cŕıtica.

la mayoŕıa de las cámaras actuales.

Por cada objeto y cada configuración cŕıtica se ejecutó 30 veces la SPII y sólo
una vez el método convencional. Al ejecutar el método convencional en ambas con-
figuraciones cŕıticas no se obtuvieron resultados correctos, debido a que éste utiliza
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Figura C.10: Imágenes sintéticas del anillo. (a1,a2) primera y segunda imagen, respecti-
vamente que pertenecen a la primera configuración cŕıtica, y (b1,b2) primera y segunda

imagen, respectivamente que pertenecen a la segunda configuración cŕıtica.
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Figura C.11: Imágenes sintéticas del objeto formado por cubos. (a1,a2) primera y segunda
imagen sobre la primera configuración cŕıtica, respectivamente, y (b1,b2) primera y segunda

imagen sobre la segunda configuración cŕıtica, respectivamente.

la matriz fundamental para obtener los parámetros de la cámara. Para que éste o
cualquier otro algoritmo que utilice la matriz fundamental obtenga resultados, la ma-
triz fundamental se debe ver como una cónica no degenerada (como se muestra en el
caṕıtulo anterior). Sin embargo, las cónicas que se generan a partir de las matrices
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fundamentales, para todos los objetos en ambas configuraciones cŕıticas, son cónicas
degeneradas como se muestra en las figuras C.12 y C.13. Para el caso de la primera
configuración cŕıtica, estas cónicas se ven como una ĺınea recta y, para la segunda
configuración cŕıtica son dos ĺıneas que se intersecan en un punto. Al calcular el ran-
go de la matriz fundamental el valor obtenido es de 1. Por tal motivo, no es posible
extraer los parámetros de la cámara con los algoritmos del estado del arte.

(a)
(b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura C.12: Representación de la matriz fundamental como una cónica degenerada para:
(a) media esfera, (b) cubo, (c) figura regular, (d) barco, (e) parte de un anillo y (f) objeto

formado por cubos sobre la primera configuración cŕıtica.

La SPII no utiliza la matriz fundamental, por lo cual es posible obtener los paráme-
tros de la cámara. En las tablas C.12 y C.13 se presentan tanto los parámetros rea-
les como los parámetros estimados (parámetros que fueron tomados de la ejecución
más cercana a la media con base en las estad́ısticas del error) de ambas configu-
raciones cŕıticas en su forma canónica con la finalidad de compararlos. En estas
tablas se observa que, en la primera configuración cŕıtica, el algoritmo obtiene los
parámetros de orientación y posición idénticos a los reales, y la matriz de calibra-
ción similares a los reales. Estos resultados comprueban la robustez de la SPII. En
las figuras C.14a, C.14b, C.14c, C.14d, C.14e y C.14f se muestra la reconstrucción
tridimensional métrica de cada uno de los objetos.

En el caso de la segunda configuración cŕıtica, el algoritmo recupera correcta-
mente los parámetros de rotación y los parámetros intŕınsecos de la cámara (lon-
gitud del foco y el punto principal) aunque, como hab́ıa sucedido en experimentos
anteriores, los parámetros de traslación no los obtiene correctamente. En las figu-
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C.1 Reconstrucción tridimensional al usar puntos de imágenes sintéticas

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura C.13: Representación de la matriz fundamental como una cónica degenerada para:
(a) media esfera, (b) cubo, (c) figura regular, (d) barco, (e) parte de un anillo y (f) objeto

formado por cubos sobre la segunda configuración cŕıtica.

Objeto Tipo α β γ tx ty tz f ox oy

Esfera Real 0 0 0 0 1 0 500 300 200
Esfera Estimado 0.0 0.0 0.0 0.0 1 0.0 505.35 305.75 189.34
Cubo Real 0 0 0 1 0 0 650 300 200
Cubo Estimado 0.0 0.0 0.0 1 0.0 0.0 655.50 308.62 190.91

Fig. regular Real 0 0 0 1 0 0 700 300 200
Fig. regular Estimado 0.0 0.0 0.0 1 0.0 0.0 704.18 291.02 196.68

Barco Real 0 0 0 0 1 0 700 300 200
Barco Estimado 0.0 0.0 0.0 0.0 1 0.0 702.02 298.48 193.45
Anillo Real 0 0 0 1 0 0 550 300 200
Anillo Estimado 0.0 0.0 0.0 1 0.0 0.0 553.46 290.07 191.45

Fig. cubos Real 0 0 0 0 1 0 800 300 200
Fig. cubos Estimado 0.0 0.0 0.0 0.0 1 0.0 801.46 295.07 195.61

Tabla C.12: Parámetros de la cámara estimados por la SPII con diferentes niveles de ruido
sobre la primera configuración cŕıtica.

ras C.15a, C.15b, C.15c, C.15d, C.15e y C.15f se visualiza la reconstrucción tridimen-
sional métrica de cada uno de los objetos, pero se sabe que estas reconstrucciones no
son correctas (ver primer experimento sobre configuraciones cŕıticas).

El quinto experimento muestra el desempeño de la SPII cuando se parte de puntos
que yacen sobre un mismo plano. El escenario de tal experimento es el mismo que
el sexto experimento que se realizó sobre una configuración no cŕıtica (experimento
descrito en la pág. 124), es decir, es un conjunto de puntos que pertenecen a una
cuadŕıcula (la cuadŕıcula yace sobre un mismo plano), con diferentes niveles de ruido;
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Objeto Tipo α β γ tx ty tz f ox oy

Esfera Real 0 25 0 0 0 0 500 300 200
Esfera Estimado 0.05 25.16 0.09 -0.820 0.080 0.099 502.55 297.71 201.94
Cubo Real 10 0 0 0 0 0 600 300 200
Cubo Estimado 9.75 0.36 -0.04 0.411 0.344 -0.244 605.03 291.01 209.53

Fig. regular Real 0 33 0 0 0 0 700 300 200
Fig. regular Estimado 0.05 33.17 -0.17 0.359 -0.264 0.375 699.95 304.54 192.23

Barco Real 0 0 35 0 0 0 700 300 200
Barco Estimado 0.0 0.0 35.0 0.119 -0.879 -0.001 702.64 300 200
Anillo Real 0 0 25 0 0 0 550 300 200
Anillo Estimado 0.0 0.01 25.01 -0.601 -0.204 -0.194 555.22 299.82 199.59

Fig. cubos Real 0 5 0 0 0 0 800 300 200
Fig. cubos Estimado -0.01 5.02 -0.03 -0.475 -0.295 0.229 799.78 294.82 193.95

Tabla C.13: Parámetros de la cámara estimados por la SPII con diferentes niveles de ruido
sobre la segunda configuración cŕıtica.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)
(f)

Figura C.14: Objetos reconstruidos por la SPII sobre la primera configuración cŕıtica: (a)
media esfera, (b) cubo, (c) figura regular, (d) barco, (e) parte de un anillo y (f) objeto

formado por cubos.

la diferencia radica en que este experimento está en las dos configuraciones cŕıticas.

Los valores empleados para generar las matrices de proyección se presentan en las
tablas C.14 y C.15 para la primera y segunda configuración cŕıtica, respectivamente.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Figura C.15: Objetos reconstruidos por la SPII sobre la segunda configuración cŕıtica: (a)
media esfera, (b) cubo, (c) figura regular, (d) barco, (e) parte de un anillo y (f) objeto

formado por cubos.

A partir de las matrices de proyección y los puntos tridimensionales de la cuadŕıcula
se generaron las imágenes que se visualizan en las figuras C.16a , C.16b, C.17c y C.17d
sobre la primera y segunda configuración cŕıtica.

Imagen α β γ tx ty tz f
1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 10.000 350.000
2 0.000 0.000 0.000 10.000 0.000 10.000 350.000

Tabla C.14: Parámetros de la cámara utilizados en el quinto experimento sobre la primera
configuración cŕıtica.

El conjunto de puntos se conforma de 24 correspondencias. A estos puntos se
les añadió k niveles de ruido gaussiano RMS que va de 1 a 3 ṕıxeles. Los parámetros
empleados para la evolución diferencial son los mismos que en el experimento anterior,
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Imagen α β γ tx ty tz f
1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 9.000 350.000
2 0.000 20.000 0.000 0.000 0.000 9.000 350.000

Tabla C.15: Parámetros de la cámara utilizados en el quinto experimento sobre la segunda
configuración cŕıtica.
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Figura C.16: Imágenes de la cuadŕıcula generada sobre la primera configuración cŕıtica:
(a) imagen 1 y (b) imagen 2.
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Figura C.17: Imágenes de la cuadŕıcula generada sobre la segunda configuración cŕıtica:
(a) imagen 1 y (b) imagen 2.

al igual que el número de variables y sus intervalos. El algoritmo se ejecutó 40 veces
para cada nivel de ruido. En la tabla C.16 se exhiben las estad́ısticas del error de estas
ejecuciones, las cuales muestran que el algoritmo presenta un excelente desempeño en
la primera configuración cŕıtica. Tal desempeño se replica en la segunda configuración
cŕıtica, como se muestra en la tabla C.17.

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
24 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]

1 0.66 0.68 0.68 0.01 [0.67,0.68]
2 1.45 1.65 1.70 0.10 [1.60,1.67]
3 2.46 2.63 2.97 0.23 [2.55,2.72]

Tabla C.16: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII para el quinto
experimento, sobre la primera configuración cŕıtica.

Los parámetros estimados por el algoritmo son muy similares a los parámetros
reales en su forma canónica para la primera configuración cŕıtica. Para el caso de la
segunda configuración cŕıtica, sólo los parámetros de rotación y el parámetro intŕınse-
co se recuperaron correctamente. Esta información se visualiza en las tablas C.18
y C.19 para ambas configuraciones cŕıticas, donde los parámetros estimados mostra-
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Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
24 0 0.00 0.00 0.00 0.00 [0.00,0.00]

1 0.46 0.46 0.46 0.00 [0.46,0.46]
2 1.19 1.21 1.22 0.01 [1.21,1.21]
3 1.86 1.92 2.14 0.09 [1.89,1.96]

Tabla C.17: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII para el quinto
experimento, sobre la segunda configuración cŕıtica.

dos corresponden a las ejecuciones más cercanas a la media del error. Esto comprueba
de nuevo la efectividad del algoritmo, aún en imágenes que contienen puntos copla-
nares y bajo configuraciones cŕıticas.

También se muestra en las figuras C.18 y C.19 que, al igual que el sexto experi-
mento de la configuración no cŕıtica, el incremento de la diferencia entre la longitud
del foco real y el estimado no afecta la reconstrucción tridimensional obtenida para
los diferentes niveles de ruido. Además, se logró obtener una reconstrucción correcta
para ambas configuraciones, debido a que los puntos yacen sobre el mismo plano, por
lo cual, no se percibe el problema que se tiene en los experimentos anteriores.

Tipo Ruido α β γ tx ty tz f
Real 0 0 0 0 1 0 0 350

Estimado 0 0 0 0 1 0.0 0.0 353.41
Estimado 1 -0.50 0.82 -0.50 0.99 0.00 0.0 327.71
Estimado 2 -0.55 0.93 -0.37 -0.95 -0.02 0.01 323.31
Estimado 3 1.53 -0.56 0.12 -0.93 -0.01 0.06 315.00

Tabla C.18: Comparación entre los parámetros de la cámara reales y los estimados por la
SPII con diferentes niveles de ruido sobre la primera configuración cŕıtica.

Tipo Ruido α β γ tx ty tz f
Real 0 0 20 0 0 0 0 350

Estimado 0 0.0 20.00 0.0 0.86 0.0 0.14 350.00
Estimado 1 0.31 19.92 -0.18 -0.24 0.22 -0.54 354.89
Estimado 2 -0.47 21.40 -0.02 0.82 0.14 -0.04 372.25
Estimado 3 -1.08 19.23 0.77 -0.41 0.26 -0.33 334.73

Tabla C.19: Comparación entre los parámetros de la cámara reales y los estimados por la
SPII con diferentes niveles de ruido sobre la segunda configuración cŕıtica.

C.2. Reconstrucción tridimensional al usar puntos

de imágenes reales

El sexto experimento utiliza la cuadŕıcula adherida a la pared, la misma que se
empleó en el octavo experimento bajo una configuración no cŕıtica. Sin embargo, el
escenario de esta prueba es bajo la primera configuración cŕıtica. En la figura C.20 se
visualizan ambas imágenes con marcas en los puntos elegidos.

Los parámetros empleados para la evolución diferencial son los mismos que los
empleados en los experimentos anteriores, a diferencia del número de generaciones
donde el valor que se utilizó fue de 10,000 generaciones.

El número de variables que se definieron para este experimento es de quince, debido
a que se agregó el punto principal. El intervalo de cada variable de los parámetros
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C. EXPERIMENTOS CON LA SPII EN CONFIGURACIONES CRÍTICAS

(a) (b)

Figura C.18: Reconstrucción tridimensional métrica de la cuadŕıcula cuando hay: (a) dos
ṕıxeles y (b) tres ṕıxeles de ruido gaussiano sobre la primera configuración cŕıtica.

(a) (b)

Figura C.19: Reconstrucción tridimensional métrica de la cuadŕıcula cuando hay: (a) dos
ṕıxeles y (b) tres ṕıxeles de ruido gaussiano sobre la segunda configuración cŕıtica.

Figura C.20: Imágenes reales de una cuadŕıcula sobre la primera configuración cŕıtica. Los
puntos que se emplearon están marcados en ambas imágenes.

de orientación y posición se mantiene como en los experimentos anteriores. Para el
caso de la longitud del foco, el intervalo es de [10, 1500] y, para el punto principal, los
intervalos son: ox = [270, 370] y oy = [190, 290]. Estos intervalos fueron tomados con
base en el tamaño de la imagen; para este caso es de 640 × 480.
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Las estad́ısticas del error, al realizar 40 ejecuciones de la SPII, se muestran en
la tabla C.20. Estas estad́ısticas muestran que el algoritmo proporciona excelentes
resultados y la reconstrucción que se obtiene es casi idéntica a la cuadŕıcula real (ver
figura C.21). Asimismo, en la tabla C.21 se exhiben las estad́ısticas obtenidas por
esta solución en relación a la longitud foco.

Puntos Ruido Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
64 Real 0.256 0.256 0.258 0.0 [0.256,0.286]

Tabla C.20: Estad́ısticas del error a partir de 40 ejecuciones de la SPII, al utilizar puntos
de imágenes reales.

Figura C.21: Reconstrucción tridimensional de la cuadŕıcula empleando la SPII.

Puntos Ruido Mı́nimo Media Máximo d.e. i.c. de la media
64 Real 849.51 849.97 850.0 0.080 [849.38,849.99]

Tabla C.21: Estad́ısticas de la longitud foco a partir de 40 ejecuciones de la SPII, al utilizar
puntos de imágenes reales.
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Apéndice D

Comparación de los algoritmos
evolutivos

El análisis descrito a continuación, parte de los resultados obtenidos por los dife-
rentes algoritmos evolutivos (AE) en la sesión especial del Congreso de Computación
Evolutiva (CEC’2005) sobre optimización con parámetros reales [130]. Estos algo-
ritmos se pusieron a prueba en un conjunto de 25 funciones, cinco funciones son
uni-modales y veinte multi-modales.

D.1. Análisis comparativo de los AE para la opti-

mización con parámetros reales

Los algoritmos que se pusieron a prueba, corresponden a las siguientes heuŕısti-
cas: algoritmos genéticos, estrategias evolutivas, optimización mediante cúmulos de
part́ıculas, algoritmos de estimación de distribución y evolución diferencial.

En la tabla D.1 se exhiben los algoritmos clasificados por la heuŕıstica a la que
pertenecen, aśı como el primer autor del art́ıculo donde se presentan.

Nombre Heuŕıstica Autor
BLX-GL50 Algoritmo genético C. Garćıa-Mart́ınez [194]
BLX-MA Algoritmo genético con búsqueda local D. Molina [195]
SPC-PNX Algoritmo genético P. Ballester [104]
K-PCX Algoritmo genético A. Sinha [102]

G-CMA-ES Estrategia evolutiva A. Auger [111]
L-CMA-ES Estrategia evolutiva A. Auger [109]
Co-EVO Estrategia evolutiva P. Pǒśık [108]

DMS-L-PSO Optimización mediante cúmulos de part́ıculas J. Liang [123]
EDA Algoritmo de estimación de distribución B. Yuan [91]
ED Evolución diferencial J. Rönkkönen [140]

L-SaDE Evolución diferencial A. Qin [196]

Tabla D.1: Algoritmos presentados en la sesión del CEC’2005.

Cada algoritmo se ejecutó en 25 ocasiones por cada función y considerando 10 y
30 variables. Los criterios de evaluación que se emplearon son los siguientes:
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D.1 Análisis comparativo de los AE para la optimización con parámetros reales

1. Número máximo de evaluaciones (NME): es el número máximo de evaluaciones
permitidas para encontrar la solución óptima global (se adoptaron: para 10
variables = 100,000 NME y para 30 variables = 300,000 NME).

2. Número de funciones resueltas (NFR): es el número de funciones en donde, al
menos en una ejecución, el algoritmo obtuvo la solución óptima global antes del
número máximo de evaluaciones.

3. Tasa de éxito (TE): es el número de ejecuciones en las cuales se obtuvo la solu-
ción óptima global antes del NME, dividido por el número total de ejecuciones.

4. Número de evaluaciones (NE): es el número de evaluaciones para obtener una
solución óptima global.

5. Éxito del desempeño (EDES): es el valor dado por la media del NE (sólo se
toman en cuenta las ejecuciones que llegaron a la solución óptima global antes
del NME), dividido por la TE.

El análisis se muestra por el tipo de las funciones (uni-modales, multi-modales
resueltas) y el número de variables empleadas. Las funciones multi-modales resueltas
son aquellas donde al menos en una ejecución un algoritmo obtuvo la solución óptima
global. En la recopilación de resultados en este Congreso, al menos un algoritmo
llegó a la solución óptima global en todas las funciones uni-modales y en 6 de 14
funciones multi-modales.

D.1.1. Funciones uni-modales con 10 variables

En relación al NFR, los algoritmos G-CMA-ES, L-CMA-ES, EDA y ED obtuvieron
el valor más alto al resolver todas las funciones, en al menos una ejecución y sólo el
algoritmo G-CMA-ES alcanzó la solución óptima global en todas las ejecuciones y en
todas las funciones uni-modales, por lo tanto, obtuvo una TE del 100%, seguido por
el EDA con 97% y la ED con 96%.

Asimismo, el algoritmo G-CMA-ES obtuvo el mejor EDES para el conjunto de
funciones uni-modales y su NE es menor aproximadamente en un orden de magnitud
al NME. No obstante, en dos funciones fue superado por el algoritmo K-PCX, debido
a que este algoritmo consiguió llegar a la solución óptima global en menos NE.

El EDA y la ED obtuvieron un EDES bajo ya que necesitaron de más evaluaciones
para llegar a la solución óptima global.

D.1.2. Funciones multi-modales resueltas con 10 variables

Para este tipo de funciones el G-CMA-ES y la ED presentan los mejores resultados
en el NFR, al resolver 6 de 7 funciones. Sin embargo, el G-CMA-ES tiene una TE y un
EDES mejor que la ED, es decir, el G-CMA-ES obtiene la solución óptima global en
más ejecuciones (mejor TE) y con un número menor de evaluaciones (mejor EDES)
que la ED. De hecho la TE y el EDES de la ED está por debajo de los algoritmos
L-SaDE, DMS-L-PSO y K-PCX. Aunque estos algoritmos tienen una NFR menor, es
decir, son menos robustos en cuanto al número de funciones que pueden resolver.
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D. COMPARACIÓN DE LOS ALGORITMOS EVOLUTIVOS

El algoritmo EDA, que tuvo un buen desempeño en las funciones uni-modales,
sólo pudo obtener la solución óptima global en 3 funciones y la TE está muy por
debajo de la TE de la ED.

D.1.3. Funciones uni-modales con 30 variables

Cuando se tiene una dimensionalidad de 30 variables, el algoritmo G-CMA-ES
tiene el mejor NFR, al obtener la solución óptima global en todas las funciones.
También su TE de 90% y EDES es muy superior a los otros algoritmos. En su TE
no alcanzó el 100% dado que no en todas las ejecuciones llegó al óptimo global.

Después del algoritmo G-CMA-ES le sigue el L-CMA-ES y la EDA, donde el L-
CMA-ES resuelve 5 funciones con una TE de 83%, y la EDA 4 funciones con una
TE de 67%. Estos dos algoritmos mantuvieron su buen desempeño aún cuando se
aumentó la dimensionalidad, pero no pasó de la misma manera para la ED, la cual
disminuyó su desempeño considerablemente, es decir, sólo encontró la solución óptima
global en una función y su TE es de 17%.

D.1.4. Funciones multi-modales resueltas con 30 variables

En este tipo de funciones, el algoritmo G-CMA-ES obtuvo el mejor NFR, al regis-
trar 6 de 7 funciones resueltas, y en una de ellas fue el único que obtuvo la solución
óptima global. Además, fue el algoritmo que presentó el mejor EDES. Sin embargo,
en la TE fue superado por el algoritmo K-PCX con 38%, tan sólo por 1%. Esto
habla de que el G-CMA-ES mantiene su desempeño aún en funciones con mayor
dimensionalidad.

La ED, que hab́ıa presentado buen desempeño con 10 variables, obtuvo un desem-
peño pobre al aumentar el número de variables, a tal grado que sólo pudo resolver
una función. En cuanto a su TE decreció por el NFR y sólo obtuvo 20%. Los algo-
ritmos K-PCX y L-SaDE mantuvieron su desempeño en cuanto a la TE aún cuando
se aumentó la dimensionalidad. Aunque la L-SaDE sólo resolvió 2 funciones.

D.1.5. Complejidad de los algoritmos

La complejidad de los algoritmos se mide de la siguiente forma:

(t̂m2 − tm1)/tm0, (D.1)

donde t̂m2 es la media del tiempo al ejecutar cinco veces el algoritmo con la tercera
función de prueba (función uni-modal [130]) hasta alcanzar 200,000 evaluaciones; tm1

es el tiempo de evaluar 200,000 veces la tercera función de prueba y tm0 es el tiempo
de ejecución de las operaciones aritméticas expuestas en [130].

En la tabla D.2 se muestra la complejidad de los algoritmos que destacaron en
su desempeño de acuerdo al NFR, la TE y el EDES. Los autores de los algoritmos
G-CMA-ES [111] y L-CMA-ES [109] no presentan la complejidad en sus resultados de
acuerdo al expresión (D.1), por ello los valores en la tabla se expresan con asteriscos.
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D.2 Comparación entre el algoritmo G-CMA-ES y la ED

Nombre 10 variables 30 variables
K-PCX 138 338.12

G-CMA-ES * *
L-CMA-ES * *
DMS-L-PSO 1.1386 1.2330

EDA 0.4035 0.6085
ED 1.0413 2.9379

L-SaDE 0.8264 0.8806

Tabla D.2: Complejidad de los algoritmos (medida en segundos).

D.1.6. Discusión del análisis comparativo

En las funciones uni-modales y multi-modales resueltas con 10 y 30 variables la
robustez del G-CMA-ES es incomparable, dado que puede resolver más funciones
que los demás algoritmos y el número de evaluaciones que necesita para resolverlas
es usualmente, más bajo, aún cuando el número de variables se incremente. Aunque
no presentan la complejidad del algoritmo en sus resultados, se intuye que es mucho
mayor a la complejidad de la ED, dado que el G-CMA-ES debe calcular la distribución
normal multivariada y la matriz de covarianza.

En el caso de 10 variables, la ED es el segundo mejor algoritmo, con base en
el número de funciones (uni-modales y multi-modales) que resuelve y el éxito del
desempeño. Sin embargo, cuando se aumenta el número de variables el desempeño
de la ED decrece considerablemente. No obstante, la complejidad de este algoritmo
es baja (ver tabla D.2), ya que sólo emplea operaciones aritméticas simples como la
multiplicación, suma y resta, en su ejecución.

En el caso de 30 variables, la segunda mejor opción para funciones uni-modales es
el L-CMA-ES y para funciones multi-modales es el K-PCX. Este último presenta la
complejidad más alta de todos los algoritmos mostrados en la tabla D.2.

D.2. Comparación entre el algoritmo G-CMA-ES

y la ED

El algoritmo G-CMA-ES y la evolución diferencial son los algoritmos que obtuvie-
ron mejor desempeño en funciones uni-modales y multi-modales con diez variables, en
relación al análisis anterior. No obstante, el problema principal que se ataca en esta
tesis, presenta trece variables si se fija el punto principal (punto que pertenece a los
parámetros intŕınsecos) o quince variables si también se hace una búsqueda del pun-
to principal. De tal forma que el análisis comparativo no garantiza que la evolución
diferencial tenga un desempeño similar para trece o quince variables, a diferencia del
algoritmo G-CMA-ES, el cual presenta un buen desempeño hasta treinta variables.
Cabe señalar que, aunque el algoritmo G-CMA-ES presenta un buen desempeño en las
funciones de prueba, no necesariamente puede tener un buen desempeño en problemas
reales [197], como el que se presenta en este trabajo. Es por ello que se compararon
ambos algoritmos en el problema de la reconstrucción tridimensional empleando el
número máximo de variables que puede tener el problema (15 variables).

152



D. COMPARACIÓN DE LOS ALGORITMOS EVOLUTIVOS

Los experimentos consisten en ejecutar 100 veces cada uno de los dos algoritmos
para mostrar su desempeño y complejidad; en el primer experimento se ejecutaron los
algoritmos hasta alcanzar las 90,000 evaluaciones, en el segundo experimento se ejecu-
taron los algoritmos hasta alcanzar las 150,000 evaluaciones (número de evaluaciones
que se emplearon en la mayoŕıa de los experimentos presentados en este trabajo). Al
mismo tiempo se calculó el tiempo que tardan en realizar cada ejecución.

Para ambos experimentos se emplearon 24 puntos de un anillo tridimensional.
Cada punto tridimensional fue transformado en un punto bidimensional por cada
imagen, mediante su respectiva matriz de proyección. Las matrices de proyección M
y M ′ fueron generadas a partir de los datos que se muestran en la tabla D.3.

Imagen α β γ tx ty tz f ox oy

1 10 30 20 2 1 20 200 320 240
2 5 16 2 1 5 20 200 320 240

Tabla D.3: Parámetros de la cámara para generar los puntos en las dos imágenes.

A cada punto se le añadió ruido gaussiano, con media cero y desviación estándar
de un ṕıxel.

Los parámetros empleados para el algoritmo G-CMA-ES son: un vector sigma de
igual dimensión al número de variables, en este caso 15 y el número de individuos de la
población inicial. Estos parámetros se fijaron con base en la sugerencias del autor [111],
es decir, sigma igual a 0.3 ∗ (ĺımite superior − ĺımite inferior) y la población inicial
igual a 4 + ⌊3 log(d)⌋, donde d es el número de variables del problema.

En el caso de la evolución diferencial, los valores de los parámetros son los siguien-
tes: la constante de diferencia igual a 0.85, la constante de recombinación igual a 0.9
y 30 individuos en la población (valores empleados en los experimentos de esta tesis).

En ambos algoritmos se utilizaron los siguientes ĺımites de las variables: para la
longitud del foco el intervalo es de [10, 1000], para el punto principal el intervalo es
de [270, 370] para ox y [190, 290] para oy, en los ángulos de rotación el intervalo es de
[0, π], y para el vector de traslación el intervalo es de [−1, 1].

En la tabla D.4 se presentan las estad́ısticas del error del primer experimento
y en la tabla D.5 del segundo experimento para ambos algoritmos. En el primer
experimento se observa que el desempeño de la ED es ligeramente mejor al desempeño
del G-CMA-ES, ya que los valores estad́ısticos (mı́nimo, media, máximo y desviación
estándar) que se obtuvieron al ejecutar la ED son menores que los valores del G-
CMA-ES. En el segundo experimento sucede algo similar, la diferencia radica en que
el G-CMA-ES obtiene el error con menor valor.

Algoritmo Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
G-CMA-ES 0.458 0.755 1.326 0.189 [0.723,0.796]

ED 0.407 0.678 1.156 0.140 [0.652,0.713]

Tabla D.4: Estad́ısticas del error del primer experimento.

Algoritmo Mejor Media Peor d.e. i.c. de la media
G-CMA-ES 0.332 0.682 0.985 0.123 [0.655,0.707]

ED 0.385 0.632 0.843 0.102 [0.610,0.655]

Tabla D.5: Estad́ısticas del error del segundo experimento.
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D.2 Comparación entre el algoritmo G-CMA-ES y la ED

En las tablas D.6 y D.7 se presentan las estad́ısticas de la longitud del foco obte-
nidas del primer experimento y segundo experimento respectivamente. En el primer
experimento se observa que el valor del foco vaŕıa más al emplear el G-CMA-ES,
aunque su media es casi igual a la media de la ED. En el segundo experimento, el
valor del foco vaŕıa más al emplear el G-CMA-ES, sin embargo la media se acerca
más al valor real del foco.

Algoritmo Mı́nimo Media Máximo d.e. i.c. de la media
G-CMA-ES 110.000 172.549 301.464 54.805 [162.143,184.162]

ED 122.958 173.119 302.835 33.170 [167.381,180.114]

Tabla D.6: Estad́ısticas de la longitud del foco del primer experimento.

Algoritmo Mı́nimo Media Máximo d.e. i.c. de la media
G-CMA-ES 161.067 201.104 243.390 21.894 [196.813,205.461]

ED 178.907 192.487 222.726 9.987 [190.491,194.934]

Tabla D.7: Estad́ısticas de la longitud del foco del segundo experimento.

Posteriormente se estimó la complejidad del algoritmo mediante la ecuación (D.1).
Ambos algoritmos se ejecutaron en la misma computadora (procesador Intel core duo
a 2.16Ghz), bajo la misma plataforma (Windows) y se empleó el mismo lenguaje de
programación (Matlab 7.0), por ello se puede asignar el valor de uno a la variable
tm0. La variable tm1 es el valor de la media del tiempo de 100 ejecuciones, donde
cada ejecución evalúa la función objetivo 90,000 veces y 150,000 veces para el primer
y segundo experimento respectivamente. Por cada algoritmo, la variable t̂m2 es la
media del tiempo de ejecución del primer y segundo experimento. En la tabla D.8
se presentan los resultados de la complejidad de cada algoritmo. Estos resultados
muestran que la complejidad del algoritmo G-CMA-ES es mayor por 5.2 veces a la
complejidad de la ED cuando se realizan 90,000 evaluaciones, y este valor aumenta a
6.03 cuando se realizan 150,000 evaluaciones de la función objetivo.

Evaluaciones Algoritmo ctm2 tm1 tm0 (ctm2 − tm1)/tm0

90,000 G-CMA-ES 60.209 47.336 1 12.873
ED 49.808 47.336 1 2.472

150,000 G-CMA-ES 105.153 79.327 1 25.826
ED 83.605 79.327 1 4.278

Tabla D.8: Complejidad de los algoritmos.

D.2.1. Discusión de resultados

En los experimentos mostrados anteriormente, la ED exhibe un desempeño lige-
ramente mejor que el G-CMA-ES al atacar el problema de la reconstrucción tridi-
mensional. La diferencia de este desempeño se incrementa cuando se tiene un menor
número de evaluaciones (primer experimento) y esto se refleja en los valores obtenidos
de la longitud del foco.

Por otro lado, la complejidad del algoritmo G-CMA-ES es mayor que la ED y cuan-
do se incrementa el número de evaluaciones, el tiempo de ejecución del G-CMA-ES
se incrementa más rápido que la ED. Con base en estos resultados es más conve-
niente emplear la ED que el G-CMA-ES cuando se desea resolver el problema de la
reconstrucción tridimensional.
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